
0 НѢКОТОРЫХЪ АРИѲМЕТИЧЕСКИХЪ СВОЙСТВАХЪ 
РЕГУЛЯРНЫХЪ ИНТЕГРАЛОВЪ ІИНЕЙЫЫХЪ ДИФ-

ФЕРЕНЦІАЛЬНЫХЪ УРАВНЕНІЙ. 

Д. Мордухай-Болтовского. 

§ 1. Пиншерлэх) доказалъ теорему аналогичную теоремѣ 
Эйзенштейна, относящуюся ЕЪ разложевіямъ регулярвыхъ 
интеграловъ: 

y=xr[a0-t-aiX-\-a2X2-*- ] (1) 

линейныхъ однородныхъ уравненій Фуксовскаго типа: 

poCx^U-p^yi^1^ рт-і(х)у'+рт(х)у==0, (2) 

т.-е. такихъ, что 
Ріх)=-хт-^х), (3) 

гдѣ q£x) цѣлая Функція. qo(x) не дѣлится на х. 

Теорема Пиншерлэ состоитъ въ слѣдующемъ: 

I) Въ разложеніи ( і ) , представляющемъ регуляриый интегралъ 
уравненія (2), коэффиціенты алгебраическгя числа, принадлежа-
щгя къ области раціоиалъностей опредѣляемыхъ Фуксовскимь урав-
иеніемъ: 

qo(0)r(r—1).. .(r—т-ь1)-+-2і(0)г(г—1).. .(г—тн-2)-+-
(4) 

- f - gm-l(0>r-l-gm(0)=0,. 

х) Pincherle. Sur la nature arithmetique des coefficients des series 
integrates des equations differentielles lineaires. Journa l de Crelle . B . 
101 p. 8 4 . 
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если только предполагатъ, что это уравненіе: 

Т) неприводимо, 
2) разиошъ между двумя корнями ие предшав-

ляепгъ цуьлаго числа. 

II) Приведя коэффиціенты при степеняхъ г въ выраженіи: 

къ простѣйшему вгіду и обозначая черезъ р п наиболъшій, мно-
жигпелъ, входящій въ знаменашель ф}п, мы должны имѣть 

Въ наетоящей статьѣ мы дополняемъ изслѣдованія Пиншерлэ 
слѣдующимъ образомъ: 

1) Продолжаемъ его изслѣдованія на случай, когда указан-
ыыя имъ условія для Фуксовскаго уравненія уже не имѣютъ 
мѣста, 

2) Причемъ замѣняемъ уравненіе Фуксовскаго типа урав-
неніемъ общаго типа, имѣющимъ хотя бы одинъ регулярный 
интегралъ, 

3) Указываемъ въ какихъ случаяхъ Щ- при q меныиемъ т2 

можетъ имѣть конечный предѣлъ и указываемъ при этомъ 
на интересную зависимость этого числа q отъ чиселъ, харак-
терныхъ для линейнаго диФФерепціальнаго уравненія; 

4) Отмѣчаемъ еще ыовое ариѳметическое свойство разло-

пени любого множителя р въ знаменателяхъ КОЭФФИЦІѲНТОВЪ 

разложенія (1) и, наконецъ, 

j—m—1 

(5) 

женія (1), относящееся къ , гдѣ Хг(р) показатели сте-

Т. X X V I , в. I I . 9 
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5) Изслѣдуемъ ариѳметическія свойства общаго типа регу-
лярныхъ интеграловъ: 

y=xr[A0(x)-+-Ai(x)log(x—а)-ъ-... A a _i(log(^—а)) а _ 1 ] , (6) 
гдѣ 

Ai(x)=aoi+au<v-+-a2i%2-*--.. (7) 

§ 2. Взявъ общій т и г і ъ линейнаго диФФеренціальнаго у р а в -
ненія: 

Ро(%)у(т)-*-рі(эс)у(т-Ѵ+.. .рт^х)у^рт(х)у=0, (8) 
гдѣ 

Pi(x)=xPtqlx) (9) 

pi цѣлыя числа, qt(x) цѣлыя Функціи съ цѣлыми коэФФИціен-

тами, разсмотримъ сперва ариѳметическія свойства голоморф-
наго разложенія: 

у=a^s-axxs-a^x1^".... (10) 

Здѣсь возможны при этомъ слѣдующіе случаи: 

1) йі—алгебраическія величины. 

Тогда онѣ опредѣляются неприводимыми уравненіями сте-
пеней СІ и вида: 

2]AOW;-=O ? ( І І ) 

гдѣ А^ОІ цѣлыя числа 

2) Среди йі тходятся транщендеипьныя. 
di опредѣляются уравненіями: 

ѴАІЛоі(£ь l2 .. .lq)alf=0, (12) 

гдѣ А^ОІ цѣлыя Функціи съ цѣлыми коэФФИціентами или, какъ 
будемъ называть, цѣлыя Л—Функціи отъ трансцендентныхъ 
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3) Среди di находятся произволъныя посшоянныя: 

•Hi опредѣляются уравненіями типа 

У АѴ>о&и I*,... Сі, С 2 , . • • ад-=0? (13) 

гдѣ ^4(̂ ог опять представляютъ цѣлыя JR—Функціи О Т Ъ £ і , £ 2 
. . . £gr, Сі, Сг • • • Сі. 

Прежде всего замѣтимъ. что, когда рядъ (10) цредставляетъ 
интегралъ линейнаго уравненія (8), то всѣ коэффиціенты раз-
ложеиія щ выражаются алгебраически черезъ пѣкогпорые изъ 
числа ихъ: а і з а 2 . . . щ (І^т), при чемъ число этиосъ послѣднихъ 
ие болъше т порядка лииейшго дгсфференціальнаго уравненія (8). 
Эти алгебраическія соотношенія, линейныя, какъ ниже уви-
димъ, будутъ подробно вами изслѣдованы. 

Отсюда вытекаютъ слѣдующія заключевія: 

1) Число трансцендентпыхъ £«• мы можемъ предполагать 
конечпымъ и меньше т. 

Въ самомъ дѣлѣ, если ggm, то между & должны быть алге-
браическія соотнршенія, дающія 

І = 0 , 1 , 2 . . . q—p 

въ алгебраическихъ Функціяхъ отъ 

l h j = 0 , 1, 2...р. 

Подставляя значевія \ j + p черезъ Ну въ уравненіе (12) и при-
водя его къ нормальному виду, получаемъ такое же у равневіе 
но съ меныпимъ числомъ трансцендентныхъ: 

Bo всѣхъ нашихъ изслѣдованіяхъ будемъ предполагатъ, 
что между & пѣшъ алгебраическиэсъ соотношеній или, какъ бу-
демъ говоритпь, выраженія заданы еъ пртотовленномъ видѣ. 

9* 
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' S iw-C5i, Ь • • . g g • ( і 6 > 

(12) а п = 3 _ і 2 п ( с ; ъ • . . Sg, t; ?

 4 у 

гдѣ £ опредѣляется непрпводимымъ уравненіемъ: 

2 c o W ) w ( 5 1 , 5 a . . . ^ = 0 , (17), 
у=о 

гдѣ а^\, с«, соО*)0,- цѣлыя і?—Функціи. 

(із) ^ " ^ ѵ ^ - - ^ ;> ( і8> 
гдѣ 

у=* 

21 ^ Ѵ ^ і , Ь . . Н„ Сі, с 2 . . . ^ = 0 . (19) 
у=о 

Эти выраженія мы получимъ, полагая 
і=1 

t = J^AiOi, (20) 
г=1 

2) Яснсѵ, что и число произволъныхъ постоянпыхъ огра-
ничено. 

3) Мы можемъ также уравненія (11), (12) и (13), опре-
дѣляющія аі: замѣнить слѣдующими: 

j=n— 1 

(11) о » = - ^ » (14) 

гдѣ t опредѣляется неприводимымъ уравненіемъ 

y = f f 

2] соЦм*у==0, (15> 
у=о 

гдѣ (о^)0* цѣлыя числа, равно какъ Ф\ и cw 



гдѣ АІ цѣлыя числа или цѣлыя JR — Функціи , причемъ t 
опредѣляется однимъ изъ уравненій (15), (17), (19) степени 
•ff^tfi, с 2 . • • $ъ а аі выражаются радіонально въ Формѣ (14), 
(16), (18) черезъ t. Такъ какъ ап выражаются раціонально 
черезъ at, то для ап при всякомъ п мы получаемъ выраженія 
того же типа (14), (16), (18). 

§ 3. Разсмотримъ сперва выраженіе 

j=<7—1 

а» = ^ (14) 

<о(0=0. (15) 

Въ этомъ выраженіи мы будемъ предполагать произведен-
ными всевозможныя сокращенія, т.-е. 

Г (0) (і) -] 

Легко видѣть, что, если 

j—a—1 

ctn= ^ —» (140 

гдѣ a w l , Спі цѣлыя числа, подчиняющіеся условію: 

Г (°) 0 )
 х) 1 

В Іат > «пі • •' a m > C n i J = l (21і) 
TO 

ибо неприводимость уравненія (15) предполагаетъ 

(т) 0) 
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т.-е. что Спі и сп оба наименыпія кратныя знаменателей дро-
бей hi. 

Положимъ, что мы имѣемъ два различныхъ выраженія 
для ап: 

0 ) , , 

an=-t=r- (Ш*У)-
Cnl 

.2 аяаУ 
Оп= ' (Ш1)) 

гдѣ ti и t2 опредѣляются двумя различными неприводимыми 
уравненіями степеней сі и а2: 

co2(fc)=0 (Ш1)) 

отвѣчающими различнымъ значеніямъ АІ ИЛИ вообще раз-
личнымъ выраженіямъ t черезъ й{. 

^ = 7 Г і ( а 0 5 й\ . . . щ) (22іО)> 

t2=Tz2(a0, аі ... а г), (22 2 W)' 

гдѣ 7Сі и 7 і 2 раціовальныя Фуикціи йі. 

На основаніи уравненій ( 1 4 і П ) ) и (14^)) имѣемъ: 

* і * = - і = ° — — - (231(1)> 
в і ' 1 - 1 

2 _ 

е2 -
гдѣ аА1, tf42, бі, е2 цѣлыя числа. 
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Отсюда слѣдуетъ, что < 7 і = ( 7 2 . 

Подставляя же выраженіе t\ въ t% въ aw, имѣемъ; 

і а * 1 2 * 2 

a - - ^ 0 - - ^ — (24) 

s=?2—1 

0) V ,0 ) <«) 
« « 1 2 • 

s=0 

Если Cwi имѣетъ съ а^піъ общій дѣлитель р , то изъ уравневія 
(25), которое даетъ: 

Д а ( в ) = 3 A 0 ) (26) 
nl mad П »12 

и гдѣ опредѣлитель Д отличенъ отъ нуля, такъ какъ урав-
ненія (222(]>) вполнѣ опредѣляютъ t% слѣдуетъ, что р дѣлитъ 

(*) 

Д, такъ какъ а для нѣкотораго s не дѣлится на р . 

Мы имѣемъ слѣдовательно: 
ѵх—1 

дсп2=±спіе1 , (27) 
гдѣ и е1 содержатъ простые множители меньшіе нѣкото-

раго числа не зависящаго отъ п въ степеяяхъ, показатели ко-
торыхъ тоже меыъше нѣкоторыхъ конечныхъ чиселъ не за-
висящихъ отъ п. 

§ 4. Полученный нами результатъ возможно еще иначе 
Формулировать, вводя слѣдующія опредѣленія. 

Всѣ мнѳжители сп мы раздѣляемъ на группы: 

I) Первая группа—множители меньшіе конечиаго числа Р, 
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не зависящаго отъ п въ степеняхъ, показатели которыхъ меньше 
конечнаго числа Q, не зависящаго ошъ п. 

Р, Q мы будемъ распоряжатъся сообразно обетоятельствамъ. 
Очевидно такихъ множителей можетъ быть только конеч-

ное число. 

II) Вторая группа—множители меньшіе Р, но съ показа-
телями болъше Q. 

Такихъ множителей тоже конечное число. 

III) Третъя группа—миожители болъшіе Р. 
Теорема Эйзенштейна утверждаетъ, что если 

у—а0 л-а\Х-\-а2х2-ѵ- (10) 

опредѣляется алгебраическимъ уравненіемъ, то множителеи 
(III) вовсе нѣтъ. 

Для случая линейныхъ однородныхъ уравненій множипге-
леіі (III) можеть быть безграничное количество, что можно 
видѣть на примѣрѣ Функціи: 

3! 5! 4 2 ^ - н 1 ! 

опредѣляемой линейнымъ уравненіемъ: 

у"+у=0. 

Итакъ изъ разсужденій настоящаго параграФа мы видимъ, 
что при различныхъ ѳозможныхъ выраженіяхъ типа (14) для ап 

группы г) простыхъ миожителей (II) и (III) остаются неиз-
мѣнными, а показагпели множителей (II) мѣчяются па коиечныя 
числа, показатели же множителей (III) совсѣмъ ие мѣняются. 

Изъ второй или третьей группы мы выдѣляемъ наибольшій 
простой множитель р п . 

По теоремѣ Эйзенштейна для алгебраическихъ функцгй р п не 
превосходитъ конечнаго числа Р. 

*) При надлежаще выбранныхъ Р , Q, опредѣляющихъ груііпы. 
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r 1 1-Y 1.2.у(ун~1) 

1 . 2 . 3 . . . n y ( Y - i - l ) . . . (ч-t-n—1) 

(29) 

удовлетворяющій уравневію. 

(х2—х)у"— [ ( а - + - р - ь 1 > — у ] ^ - ь а ^ = 0 (30) 

уже противорѣчитъ его результату 

Но кромѣ того и доказательство Тейксейра невѣрно, а именно 
для случая пг=1, совсѣмъ умалчивается о томъ, что 

L on' J™. 
l) Gomes Teixera. Sur le developpement des fonctions satisfaisant & 

une equation differentielle. Ann. de ГЕсоІе Normale ( 3 ) I I ( 1 8 8 5 r . ) . 

Теорема Чебышева, о которой упоминаетъ безъ доказа-
тельства въ своемъ курсѣ Эрмитъ утверждаетъ, что, если 
рядъ (10) выражаетъ функцгю, ііредставляемую въ конечномъ 
выдѣ съ помощію элементариыхъ трансцепдеитиыхъ функцій, 

то при возрастаніи п сохраияетъ конечную величииу. 

Гомесъ-Тейксейра х ) идетъ дальше, доказывая теорему, изъ 
которой теорема Чебышева вытекала бы какъ простое слѣд-
ствіе, а именно, что когда рядъ (10) представляетъ интегралъ 
алгебраическаго дифференціалътго уравненія съ цѣлыми коэффи-
ціентамщ 

f(x, у,у' ... у(»>)=0, (28) 
то 

п 

Но теорема Тейксейра невѣрна. такъ какъ, во-первыхъ 
простой гипергеометрическій рядъ: 
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можетъ равняться яулю, для т > 1 утвержденіе. что 

Г Ж_] 

для нѣкотораго к отлично отъ нуля, невѣрно. 

Къ этимъ общимъ изслѣдованіямъ, относящимся къ общему 
алгебраическому уравневію мы возвратимся въ слѣдующей 
статьѣ. 

Возвращаясь къ случаю линейныхъ уравненій, мы ставимъ 
задачу: 

Найти такое число чтобы 

для z^k сохраняла при возрастаніи и конечное значеиіе. 

У с л о в і е ^ < конечнаго числа, будемъ означать символомъ: 

ш, 
рядъ (10) удовлетворяющій ему символомъ 

Теорема Эйзенштейна *) утверждаетъ не только конечность 
р п , но также еще слѣдующее: отиошенге 

п 

пѳтзапгеля степени р въ сп къ п сохраняетъ при возрастаніи 
п конечную величину. 

l) Eisenstein. Monatsberichte der Akademie zu Berlin vom Juli 
1 8 5 2 . s. 4 4 1 . Heine. Kugelfunctionen, a также Crelle B . 4 5 und B . 4 8 . 
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Соотвѣтственно этой второй части теоремы Эйзенштейна 
ставимъ задачу: 

Найти такое число I, чтобы 

nz 

для z^l ссхраняла при возрастаніи п коиечное значеніе. 

Условіе это обозначаемъ черезъ 

UI] 

рядъ ему удовлетворяющій черезъ 

L(J). 

На основаніи доказаннаго выше условіе £|7], имѣя мѣсто 
для одного выраженія ап, остается въ силѣ и для другого, 
такъ какъ \п(р) мѣняется при ііереходѣ отъ одного выра-
женія къ другому на величины меньшія конечнаго числа, 
независящаго отъ п. 

Совокупность условій L[l] и Р[к] обозначается символомъ: 

А[к, I], 
если к=1: символомъ 

ш 
рядъ ему удовлетворяющій черезъ 

А(к, I) 
или 

А{к). 

Обозначая знакомъ равенства то, что изъ одного условіа 
вытекаетъ другое, можемъ написать 

Р[ к ]=Р[ ¥ ] k'^k 
L[ I ]=£[ V ] I'^l 
A[k, l]=A[k', I'] k'^k 
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§ 5. Переходимъ теперь къ обобщенію этихъ результатовъ 

ыа случай, когда ап опредѣляется Формулой: 

Cn(£l, f 2 . . • lq) Cn(Ah Ь • • • Iq) ^ } 

2 ^ Ѵ 5 і , Ь . . . ^ ' = 0 . (17) 

Здѣсь слѣдуетъ остановиться иа свойствахъ цѣлыхъ Л — 
функцій, иначе говоря, цѣлыхъ Функцій съ цѣлыми КОЭФФИ-

ціентами: 

отъ представляющихъ изъ себя или 

1) q иезависимыхъ перемѣниыхъ. 
или 

2) q величинъ, между которыми нѣтъ алгебраическихъ 
зависимостей. 

Подъ дѣленіемъ одной R— Функціи J F на другую Ф будемъ 
разумѣть опредѣленіе R—Функціи Н удовлетворяющей урав-
иенію: 

Ь • • • £ , ) = Ф & , ь ... ЪШг, Ь - - . I,). (18) 

Это равеиство должио быть пгождествомъ ошносительно 
ибо, въ противномъ случаѣ, оно устанавливало бы алгебраи-
ческія соотношенія между £г-, которыхъ не можетъ быть. По-
этому \І слѣдуетъ разсматривать, какъ независимыя пере-
мѣнныя. 

Если Функція Ф , разсматриваемая относительно одного изъ 
перемѣнныхъ представляетъ изъ себя примгітгівную функ-
цію Ф(іО? т - ' е - такую, что КОЭФФИЦІѲВТЫ ея не разложимы 
такъ, что содержатъ общій дѣлитель. дѣленіе F на ф сво-
дится къ алгебраическому дѣлепію Ffo) на Ф(&), такъ какъ, 
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какъ ниже покажемъ, по теоремѣ Гаусса такое дѣленіе даетъ 
цѣлую В—Функцію. 

Подъ простыми дѣлителями F(Ei, F 2 • - - 5̂ ) будемъ ра-
зумѣть: 

1) иеразложимыя В—фупкціи 

отъ q перемѣнныхь \І илгі менъшаю числа: 

Ф(5і, Ь ... 0<puq 
на которыя разлагается F(£\, Ь • • • 

Такіе множители называемъ простыми В—множи-
телями. 

2) цѣлыя простыя числа, на которыя дѣлится F(£i,. 
Ь • • • %q) въ томъ смыслѣ, что 

5 а . . . ? ? ) = а Я ( 5 і , І 2 . . . Н ? ) , 

гдѣ JBT цѣлая J?—Функція. 

Такіе множители называемъ простыми числовыми 
множителями. 

Замѣтимъ, что необходимое и достаточное условіе дѣли-
мостя . . . Е?) на ф(£і, £ 2 . . . ^ ) (0 <^p^q) или на цѣлое 
число а будетъ дѣлимость всѣхъ коэффиціентовъ при различ-

ныхъ степеняхъ с , , , с л . . . с . 

Свойства В—Функцій аналогичны свойствамъ цѣлыхъ чи-
селъ и цѣлыхъ Функцій и выводъ ихъ, какъ послѣднихъ, 
основанъ на слѣдующей теоремѣ. 

Если цѣлая В—функція Ф(£і, \ъ . . . \q) дѣлитъ произведеніе 
двухъ цѣлыхъ В—фунщій F(£i, Е2 . . . 5 г)Ф(£і, Ь - -. причемъ 
съ Ф(Еі, Ь взаимно проста, то она дѣлишъ F(£i £2 . •. 

Для доказательства убѣждаемся: 

1) что теорема имѣетъ мѣсто для ^ = 1 , 
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2) что имѣетъ мѣсто для q перемѣнныхъ: £і, £ 2 . . . \ q 

въ предположеніи, что она вѣрна при меньшемъ чи-
слѣ перемѣнныхъ. 

Приступая къ первой части теоремѣ, напомнимъ теорему 
Гаусса х ) , по которой: 

Лроизведеиіе двухь примитивиыхъ цѣлыхъ функцій А(£) и 
В($) даетъ примитивную функцію С(<;). 

Изъ этой теоремы сейчасъ же вытекаетъ, что частное отъ 
дѣленія2) цѣлой В—функціи F(£) иа пршитивную В—функ-
цію (7(5) представляетъ тоже цѣлую В—функцію 

Въ самомъ дѣлѣ пусть 

гдѣ D(£)-— - Е(£\ гдѣ a, с цѣлыя числа, Е{£) примитивная с 
В—Фувкція. Тогда 

гдѣ 6r(£) по теоремѣ Гаусса примитивная Фувкція. Если — не-
с 

сократимая дробь, то для того чтобы — (7(H) представляла цѣ-

лую Функцію съ цѣльши коЭФФИціеатами, необходимо, чтобы 
каждый коэФФиціентъ (7(H) дѣлилса на с, что можетъ быть 
вслѣдствіе примитиввости G(Q) только при с = 1 . 

Итакъ D(H)=a£J(H) имѣетъ всѣ коэФФИціенты цѣлые, т.-е. 
вредставляетъ цѣлую В—Функцію. 

*) Weber. Algebra В . I ст. 2 7 . Gauss. Disquisitiones ar i thmet icae . 
A r t . 4 2 . 

2 ) Причемъ дѣленіе понимается въ обыкновенномъ алгебраическомъ 
смыслѣ. 
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Полагая 

гдѣ f, ф, <р цѣлыя числа, Л(£), В(£), С(£) примитивныя В— 
•функціи, будемъ имѣть 

F(£yi:(l) р\/ Ж)В& 
Ф(Е) " _ ' Cfo 

С(%) алгебраически взаимнопроста съ В(£), ибо иначе имѣли бы 

гдѣ D(H) цѣлая Функція, которую можемъ предполагать при-
митивной JR—Функціей, и въ послѣднемъ случаѣ Е(£) и 6г(Н) 
должны быть цѣлыми В—Функціями. 

Тогда 

Ф ( Н ) = ? Я ( Н ) О Д , 

"т.-е. *Р(Н) и Ф(Н) имѣютъ общій .й—дѣлитель D(H) или, про-
тивно условію, не взаимнопросты. Слѣдовательно .4(H) алге-
браически дѣлится на (7(H), т.-е. В—Функція -4(H) ва В— 
Функцію (7(H) по вышедоказанному. 

ср число взаимнопростое съ ф, ибо иначе *Р(Н) и Ф(Н) имѣли 
бы общій числовой дѣлитель. 

Такъ какъ — Ц(£) равво цѣлой В—Функціи, гдѣ J2~(H)= 
? 

— - примитивная it—Функщя, то /ф дѣлится на ср, и 

слѣдовательно f дѣлится на о. Итакъ единовремевно дѣлятся 
f на ор, А<$) ва (7(H), а потому и F($) на Ф(£)==©С(Н). 
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Приступая ко второй части доказательства, мы должяь* 
прежде всего замѣтить, что въ виду того, что теорема Гаусса 
основывается только на свойствѣ цѣлыхъ чиселъ, состоя-
щемъ въ томъ, что если Ф взаимнопростое съ ф, a F4* 
дѣлится ва Ф, то ф дѣлитъ F, то разъ доказано это свойство 
для цѣлыхъ В—Функцій, при числахь перемѣнныхъ мень-
шихъ q, то можетъ считаться доказаннымъ и слѣдующее 
обобщеніе теоремы Гаусса; 

ІІроизведеиге двухъ примитивныхъ относителъно ?і В—функ-
цій A(£h с 2 . . . %q) и 2?(£і, £2 • • - Hg) равно примитивной В— 
функціи £2 ... 

А равнымъ образомъ можно привять и ея слѣдствіе: 

Частиое отъ дѣленія г^ѣлой В—функціи F(£\ <;2 • •. H?) иа 
примитивную В—функцію Ь • • • разсматриваемыхъ 
ткъ цѣлыхъ полгшомовъоть\\, представляетъ цѣлую В—функ-
цію D (H i , Ь • •. Н д ) . 

Теперь, предполагая теорему вѣрной для p^q—1 докажемъ 
ея справедливость для p=q. 

Мы можемъ положить; 

F&h Ы=РѴКЬ - ш&> ь ••. & 

гдѣ A, В, С примитивныя В—Функціи, ф*1), Ф ( 1) цѣлыя 
JR—Фувкціи отъ ?2, Нз . • . 

Еакъ выше для q=\, убѣждаемся, что С(Ні) взаимнопроста 
съ J5(Hi) и поэтому (7(Ні) алгебраически дѣлитъ -4(£і), <если 
веѣ эти Фувкціи разсматривать, какъ цѣлыя Функдіи отно-
сительно Нъ причемъ дѣлевіе А(£і) на С(£і) даетъ примитив-
пую В—Функцію, иначе говоря В—Функція А(%і, £2 . . . 
дѣлится ва С(Ні, £2 • . . <;?)• Но легко видѣть, доказавъ эту 
теорему для меньшаго числа перемѣнвыхъ, что FWfa, Н з - . . H g ) 
дѣлится на ФМ($2, Нз . . . 
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Въ самомъ дѣлѣ, произведеніе примитивныхъ отвосительно Hi 
it—Функцій 

даетъ тоже примитивную Фуньцію 

у которой коэффиціеяты Д ( Ь • • • 5?) не могутъ всѣ дѣлиться 

па Ф(Н 2 , £з - • - £?)• 

Всѣ коэФФИЦіенты іу7(Нъ £2 • • • ^ ) г Р ( 5 ъ £2 • • • 5?) равные 

дѣлятся по условію ва Ф * 1 ^ , 5з • • • 5?). 

Возьмемъ разложевіе Ф * 1 ^ , Н3 . . . rcq) на простые множи-
тели 

Ф < Ч Ь , fa • - - 5 , ) = К Ь , 5з . . . Ш < ^ 2 , 5з • • . № 

Мы вайдемъ всегда ему соотвѣтствующій коэФиціевтъ (31), 
въ которомъ Д ( 5 2 , Нз • . . 5?) н & ьіего не дѣлится; тогда этотъ 
множитель дѣля произведеніе 

гдѣ 

• • • lT)=FVKU Нз . . . ^ ф О ^ , • • • 

дѣлитъ П (Н 2 , Нз . . . Нд) и будучи взаимнопростымъ съ 

Ч ^ , Н 3 . . . Е ? ) 

будетъ дѣлить 

To же будетъ относиться и къ 

кь, Ь . . . 
т. XXVI, в. и. 10 
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Раздѣливъ на эту Функцію, получимъ 

ѳ я ( Н а , Ь • • Л ) = д а & , Ъ...Ш11КЬ, 5 » . . . 5 , ) . 

гдѣ 

Р ( 1 ) г г ? £ > J W f r , Ь • • • S t ) . 
* V > f e • • • ? f > - [ 5 ( 6 7 5 , . . . F f ) ] X 

Такъ какъ Ѳ,{? 2, £з . • • £ г ) = К Ь , 5з . . • Ъ<,)]х®а(Ь, Ь ••• 
дѣлится на Ф ^ К ^ , Ь • • • а потому и на 

[ < 5 а , 

то то же относится к ъ Ѳд(^2, Ь • • • т акъ какъ 

[ с о ( Ь , 5в . . . и [ е & , £з • • • № 

взаимно просты. 

Продолжая такимъ же образомъ, какъ выше съ & г ( ^ 
5з . • • Н?) поступать съ Ѳ а ( 5 2 , Ь • • • 5g)» убѣждаемся, что 
F^Kb, Ь • • • 5, ) дѣлится на [£(b, Ь № , а . . . 
на [ с о ( Ь , 5з •. • ЪЯШЬ, 5з • • • 

Поступая такимъ образомъ далыне, доказываемъ, что цѣлая 
Л—функція JFW дѣлится ва цѣлую В—Функцію Ф^1). 

А такъ какъ, какъ выше доказано, (7(^2? Нз • • • Н?) дѣлитъ 
J [ ( 5 i , . . . Н Д то Ф(5і, Ь . . . У должно дѣлить F(£i, Ь . . . 5 f l ) , 
что и требовалось доказать. 

Отсюда тѣми же элементарвыми изслѣдованіями, какъ въ 
случаѣ цѣлыхъ чиселъ и цѣлыхъ Функцій, убѣждаемся въ 
томъ, что 

произведеніе нѣсколъкжъ цѣлыхъ В—функцій тогда только дѣ-
липгся на простую (т. е. иеразложимую) В—функцію или 
простое число р , если одииъ изъ множителей дѣлится иа р . 

Кромѣ того такимъ же образомъ выводимъ, что не обращая 
тиманіе на порядокъ множителей и ихъ знакщ всякая цѣлая 
В—функція разлагается только однимъ образомъ на произведеніе 
простыхъ множителей. 
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Теперь установимъ еще опредѣленіе неравенствъ между 
цѣлыми В—Функціями. 

Возьмемъ цѣлыйполиномъ: £і, \% ... \ q степеви р въ общемъ 
видѣ и выпишемъ всѣ его коэФФиціевты въ опредѣленномъ 
порядкѣ: 

Ао, Аі . . . . Ai-h Ах. 

Придавая величинамъ этимъ значенія цѣлыя, получаемъ 
цѣлыя В—Функціи отъ Еі, ^2 • • • \q-

Взявъ двѣ В—Фуякціи: 

ФІЙ, ь... нд 
соотвѣтствующую зваченіямъ (А): 

AQI, Ап\ • •• Ay—i-i, А\.\ 

и 

соотвѣтствующую звачевіямъ (А): 

AQ2, А12 . . . . Аі-і-2 • ^ - 2 
равенство: 

Фі(5і , ? 2 - • - ^ ) = Ф 2 ( 5 і , ^2 . . . 

будемъ пояимать въ томъ смыслѣ, что 

Aji=Afr j=Q, 1, 2 . . . 1 

неравенство: 

Фі(5і , ^2 . . . ^ ) > Ф 2 ( Н і ; ^2 . . . 5,) 

въ томъ смыслѣ, что 

А . і > А . 2 
или, что 

А - і = А - 2 

10* 
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или, что 
Л - і = А ' 2 

А-і-2 • 1 А\-2 • 2 
и т. д. вообще 

Aj.i=Aj.2 j=\ 1, • - • &-+1 

Zfods абсолютной величииой цѣлой R—функціи 

I Ф (5ъ Н 2 . . . 5,) | 

мы разумѣемъ цѣлую R—функцію съ коэффиціенпгами равнылт 
абсолютнымъ значеніямъ соотвѣшстѳениыхъ коэффиціентовъ 

Ф (5 і , 2̂ . . . \ q ) . 

Фі(5і , 5г • • • 5?) будетъ больше Ф2(5і, £ 2 • . • 5 ? ) no абсолютной' 
величииѣ, если 

| ф ^ і , Ь . . . 5g) I > I Ф2Й1, * 2 . . . % ) | • 

§ 6. Возвращаясь къ выраженію (16) для ащ на основавіи 
доказавнаго вами, разлагаемъ aJjK%h £ 2 • • • £п)5 £п(5і, Ь • • • Н?) 
на простые мяожители и производимъ сокращенія, упроща-
ющія выражевіе ащ такъ что въ результатѣ 

D[an(%lh Ь . . . f n ) , • • . О п ^ - 1 ^ ! , Ь • • • L ) , 
( 3 2 ) 

Сп(5і 5 2̂ . . . 5п) ]=1 . 

Мы будемъ предполагать всегда: 

1) шь сокращенія произведенными, 
2 ) трансцендентныя алгебраически независимымиг 

иначе число ихъ доведениымъ до возможнаго тіпіпгит^а. 

Изъ простыхъ множителей cw(2ji, £ 2 . . . £ п) выбираемъ ваи-
большій р п по абсолютной величивѣ, который вполнѣ опре-



дѣляется выражевіемъ (16) для ащ такъ какъ возможно только 
одно разложеніе с п ( £ і ѵ Ь • • • 5?) н а простые множители. 

При уставовленномъ пояятіи неравенства между цѣлыми 
JR—Функціями, остается въ силѣ проведенная въ § 3 класси-
Фикація простыхъ множителей. 

Мы докажемъ, что какъ и въ случаѣ алгебраическихъ апу 

при различныхъ возможпыхъ выражеиінхъ типа (16) для ап 

группы множителей (II) и (III) остаются безъ измѣненія, no-
казатели множителей (II) измѣняются на копечныя величины, 
показашели миожителей (III) совсѣмъ не мѣняются, такъ что 
условія 

L[l] 

A[k, I] 

при различныхъ измѣненіяхъ выражевій для ащ не мѣняются. 

Если 

Q n(Sl, Ъ . . . ^ 0 = О п 1 ^ 1 , Ь • • • lq,t) ? 

C » ( £ l j 2̂ • • • \q) C n l ( £ l j ^2 • • • 

то это равенство имѣетъ мѣсто при всякихъ значевіяхъ 
Вслѣдствіе неприводимости уравненія, опредѣляющаго t (17), 
оно предполагаетъ равенство коэФФиціентовъ 

апЩі, Ь | у ) = a P \ a i . . . |^) = _ 
с п (£і , Ь . . . ^ ) Ь . . . 5д) ' 

см(Нъ 5г • • • і г ) и с п і(£і, Ь . . . £?) представляютъ наименьшія 
кратныя знаменателей дробей (раціональныхъ В—Функцій) 
hj, предполагая послѣднія сокращенными. 

Такъ какъ разложеніе на множители этихъ дробей возможно 
единственнымъ способомъ, то существуетъ только одно наи-
меныпее кратное, иначе 

Сп(£і, І2 • • • l q ) = ±Спі(Ь, Ь • . • lq). 
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Возьмемъ теперь два выраженія: 

й и Ь . . . 5.) ( 1 6 1 } 

^ЖГЬ^Г' ( Ш > ) 

гдѣ и 2̂ опредѣляются двумя различными неприводимыми 
уравненіями: 

С02(Ь, Ь . . . « 2 ) = 0 ( Ш 1 ) ) 

отвѣчающими различнымъ значеніямъ А% въ (20) или вообще 
различнымъ раціональнымъ выраженіямъ t черезъ а и £/. 

<і=і:і(ао, «і . • Ь , Ь • • • (ЗЗі^)) 

^ 2 =7г 2 (ао , а і . . 5 Ъ Ь • • • (332(1)) 

Точно также, какъ выше, въ простѣйшемъ случаѣ алге-
браическаго ащ обобщаемъ полученный результатъ. Разница, 
только въ томъ, что вездѣ въ разсужденіяхъ цѣлыя числа 
замѣняются цѣлыми R—Функціями, обладающими согласно 
§ 7 необходимыми для доказательства свойствами. Мы имѣемъ 

(34) 

гдѣ сП2, Спі, в2 представляютъ въ общемъ случаѣ не цѣлыя 
числа, а цѣлыя II—Функціи. 

§ 7. Тѣ же опредѣленія и тѣ же результаты обобщаются 
и на случай выраженія (18) содержащаго произвольныя по 
стоянныя Cj, въ которыхъ ап0") и сп могутъ разсматриваться, 
какъ цѣлыя І2—Функціи отъ ( £ ъ Н2 . . . (Л, (72 . . . СД такъ 
какъ между этими величинами можно предполагать отсутствіе 
алгебраическихъ зависимостей. Мы сдѣлаемъ здѣсь одно весьма 
важное для дальнѣйшаго замѣчаніе: 
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Положимъ, что сп вовсе не содержитъ произвольпыхъ посто-
янпыхъ Cj. Тогда замѣна Q какими угодно алгебраическими или 
шрапсцепденшными величинами не мѣняешъ условій: 

Въ самомъ дѣлѣ замѣна Cr+j раціональной JR—Функціей 

Ь • • - Cl, (?2 • Сп U) /оК\ 

ь.-Ля, Си с2...сг) ' ^ ; 

гдѣ и опредѣляется уравненіемъ типа (19) 

j=c 

Yto&i, Ь . . . Ъ С\ С2 . . . С г)и>=0, (36) 

даетъ въ знаменателѣ ап множитель 

|3(Ь) \% • • • С2 . • - Сг), 

не зависящій отъ ^г. Замѣна г̂ , £ ихъ раціональньши выра-
женіями въ 

iv=Au-\-Bt. 

гдѣ A, В цѣлыя В—Функціи, вводитъ еще независящій отъ 
п множитель: 

ТС5 і , Ь . . . 5 « С я . . . Сг). 

Если теперь надлежащимъ образомъ взять JR—Функдію Р 
и число Q, опредѣляющіе группы, то простые множители 
j3(£i, Ь . . . 5?, С7і, С2 . . . Сг) и Ь . . . можно отнести 
къ I и II группамъ. 

Вслѣдствіе чего указанная замѣна не вліяетъ на (III) группу, 
откуда слѣдуетъ, что условіе Р[к] не подвергается измѣненію. 

Если сп вовсе пе содержишъ поспгоянныхъ произвольныхъ a 
спгепень £1п не превышаетъ относитпельно Q коиечиаго не зави-
сягцаго отъ п предѣла, mo no замѣнѣ Cj алгебраическшш или 
трансцендентпыми величинами, не мѣняются услоѳія 

L[k] и А[к, I]. 
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Ибо въ самомъ дѣлѣ показатели степеней |3(Ні,- \ 2 - - - ѣду 

<Ji, С2...СГ) и у ( £ ь І 2 - ' - Ѣ і , Съ С2...СГ) будутъ тогда вели-
чинами конечными и простые множители (3 и у или относятся 
въ I группѣ или отноеясь ко II группѣ могутъ измѣнить по-
казатели ихъ степеней Хг(р) лишь на конечныя величины. 

§ 8. Мы теперь займемся всевозможными операціями надъ 
рядами: 

ао-+-аіХ-\-а2х2-+-.... (10) 

удовлетворяющими условіямъ А[к, 1]. 

Отъ сложенія и вычитанія двухъ рядовъ 

А2(к, l)=a^+aiWx+a2Wx2+... 

получается рядъ 
а^~Лгй\Х-л-а2х2-\-^ .. 

Еслті 

полагая 

а(')£(*')? гдѣ а(*> цѣлыя **) _В—Функціи, имѣемъ 
г = 1 

2 кг 

й = 1 , 2, 3 . . . о « - 1 

гдѣ d(s\i, d цѣіыя JR—Функдіи 

* ) Въ этомъ выраженіи заключаются и ( 1 4 ) и ( 1 8 ) въ первомъ q—0 
во второмъ нѣкоторые изъ ^ обозначевы черезъ Д . При первомъ въь 
раженіи „цѣлыя JR,—функдіи" замѣняется выраженіемъ: „цѣлыя числа". 

**) Weber: Algebra В . I , § 1 5 0 . 
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Отсюда слѣдуетъ: 

а ( 0 = Ш^ЬЛл ...b„t) ( 3 8 ) 

сп въ ап дѣлитъ наименьшее кратное 

сп(%Ь, ^ . . . ^ Л " 1 2. 

Начиная съ достаточно больтпихъ значеній % наибольшій 
ііростой множитель сп будетъ входить и въ спі или с і г2, такъ 
какъ множитель ег не превосходитъ конечнаго числа, а по-
тому рядъ 

г=2 

г=1 

удовлетворяетъ условію Р[Ц. 

Если теперь \г^Кр) показатель степени р въ cj1^ Ап

{2)(Р)^— 

—въ c n( 2), Xn(3)(j9) въ ^ / ^ V ^ " " 1 , то 

гдѣ Aj3)(^)—W)(p) не зависитъ отъ 

Отсюда слѣдуетъ, что если конечвы, то конечно и 

- ^ І ^ , иначе имѣетъ мѣсто и условіе L[l], 

Символически полученный результатъ напишется въ видѣ 

Аг(к, I >н-Л(&, I )=A(k, I) 
или 

AiQci, li)-*-A2(k2, k>=A(Jc, I), (39) 
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если Jc, I наибодыпія изъ чиселъ 

(fa, й2) и (lh 12) 
или общнѣе 

г—п 

УЛіфі, h)=A(k, I), (40) 

гдѣ I наибольшія изъ чиселъ: 

(& і , &2 • • • кп) 

(ll, І2 . . . ?w). 

Отъ умноженія двухъ рядовъ Аі(к, I) и А2(к: I) получаемъ 
рядъ, для котораго 

ап= ^а/1Ы\ч. (41) 

Выражая опять aNW черезъ t, получаемъ, что знаменатель 
а м до сокращенія будетъ наименьшимъ кратнымъ: 

ф с(%ч dW, j = 0 , 1 , 2 . . . ю—1, w, 

гдѣ dM и й(2) не зависятъ отъ n, такъ что начиная съ до-
статочно болъшихъ значеній р п слѣдуетъ искать среди про-
стыхъ множителей с/ 1) и d2ln-j-

Тогда очевидно 

р п _ p®n-j (n—j)k

 < P^n-j 
пк (n—j)k пк (n—j)k 

съ возрастаніемъ п сохраняетъ конечное значеніе. 

Обозначая черезъ \^п-ц(р) показатели степени р въ c^n-j 
при условіи что изъ всѣхъ с8№ въ c^ri-ji р входитъ въ высшей 
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Итакъ 

вообще 

Аі(к , I) . А2ф , Z )=А% I) 

AiQci, h) . А2(к2, K)=A(k, I), (42) 

J ] А ^ hy=JQc9 I). (43) 
г = 1 

Переходимъ теперь къ дѣленію; замѣтимъ, что 

А(к, V) 
Аг(к, I) 

при а 0

( 1 ) ^ 0 представляетъ рядъ 

а ^ ) ч г а^)х W % 2 - + - . . . . (10 2) 

причемъ ар) опредѣляются изъ уравненій (41), которыя даютъ 

O H U _ _ _ Х , (44) 

гдѣ со означаетъ цѣлую Фуніщію съ цѣлыми коэФФиціентамш 

степени относительно а0^\ а/1\ первой степени относи-
тельно а 0, %. 

степенет, У(р) показатель стенени р въ 4(1Ш(2\ мы будемъ 
имѣть 

г*=2 

Ап(р) < ^ X W ^ p ) + Х(р). 
г = 1 

Откуда легко видѣть, что при условіи конечности — ~ — , 

также — ~ конечно. п1 



; ІІодставляя въ (44) значенія а0, а^1\ а/1\ получаемъ въ 
*сп

(2) или множители входящіе въ Cj и с/1) 0 = 0 , 1, 2 . . . п) или 
простые множители (II) класса (входящіе въ числитель а 0

( 1 ) 
если ао^ число раціональное, вообще входящіе въ dn если по-
ложить 

гдѣ 17, цѣлыя .2?—Функціи), причемъ эти послѣдніе входятъ 

съ показателями А п ( р ) такими, что -—— число конечное. 

Точно такимъ же образомъ. какъ при умноженіи рядѳвъ 

доказывается конечность =Ц-« 
пк 

Затѣмъ 

Откуда вытекаетъ, что — - т ^ Н 1 конечно, когда — - 7 — ? г - - ? 

А (при ? > 0 ) конечны. 

Итакъ 

при условіи, что 

-4г(&, £) не дѣлится ва а?. 

ДиФФеренцированіе ряда: 

ao-^-aiX-v-azX2-*-...., 

черезъ которое ап замѣвяется (w--t-l)a'w+i, замѣияетъ рп на 
или, если рп+1=п-+-1 на какой либо другой множитель 

сп+ъ \г(р) на число меньпіее или равное Х п+і(#0 ? даетъ для 

и равнымъ образомъ для — к о в е ч я у ю величину. 
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Поэтому 

[Аіф, 1)У =Аф, I) (46) 

[A (ft, ЩО=А(к, I) (47) 

При интегрированіи того же ряда ап замѣняется °^ =^ ,. 

рп+і на рп или щ \п+\(р) на Хп(р), которыя какъ в ы ш е удо-
влетворяютъ условію А(к, Г), если только к>1 

J j i ( u , fylx=A(k, I) (48) 

...Аіф, l)dtin=A(k, I) (49) 

Замѣтимъ, что въ теоремахъ, отыосящихся къ сложевію, 
умноженію и дѣленію, мы можемъ предполагать одинъ изъ 
рядовъ конечнымъ, напримѣръ степенью xq или даже просто 
постояннымъ. 

Соединяя в с ѣ полученные результаты: (40), (43), (47), (49) 

и обозначая для краткости: 

J / t * ) t e [ / ^ ) ] ( - ' ) 

будемъ имѣть: 

ФШЩг, ?0, А2Мф2, h). ..А,М(к8, 1,)]=А(к, I) (50) 

к ваиб. изъ (/й, к2 . . . й*), Z иаиб. изъ ( ? ь £2 . • - h), 

гдѣ Ф цѣлая Функція величивъ заключенныхъ въ скобки съ 

коэФФиціентами представляющими раціоналыіыя В—Функціи, 
т. е. раціональныя Функціи съ цѣлыми коэФФИціентами отъ 

конечнаго числа алгебраическнхъ и трансцендевтвыхъ в е -
личинъ. 
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Называя операціи, при помощи которыхъ отъ А^к^ Іг) мы 
переходимъ къ А(к, 1\ конечпыми аналитическими дѣйствіямщ 
мы будемъ имѣтъ, что совокупностъ всѣхъ конечныхъ анали-
тическихъ дѣйсшвій иадъ A/Jii, ІІ), хромѣ дѣленія, приводгьтъ къ 
A(k, Z), гдѣ h есть нааболъшее изъ I иаиболъшая изъ 

Возможно еще далънѣйшее обобщеніе, которое совершенно 
также доказывается, какъ всѣ теоремы настоящаго пара-
граФа: 

Рядъ а^-а\Х-^-а2х2^- ..., сосшавленный при помощи рядовъ: 

aoW--i-a1Wx-+-a2Wx2-i-... 

такимъ образомъ, что 

UN * 5 С ) 

гдѣ со„ цѣлая функція а/*) съ коэффиціентами, равными цѣлымъ 
Л—функціямъ, еп цѣлая R—функцгя^ причемъ: 

1) показатель степени со п относителъно а/% гдѣ 
j<p конечтго числа, не зависящаго отъ п, иаходишся 
въ конечнолѣ отношеніи съ п, 

2) показателъ степеии со^ относительно а/{\ j > р 
всегда конеченъ, 

3) еп содержитъ только просшые миожители, на-
ходящіеся въ конечномъ отношеніи къ п, съ показа-
телямщ находящимися въ конечномъ отношеніи ісъ п, 

удовлетворяетъ условію 

если ряды 
a0W-+-aiWx-i-a2Wx2-i-. ь . 

* ) При этомъ fa, li могутъ имѣть какіе угодно значенія, кромѣ 7 ^ = 0 . 
При jbi=0 (наир. въ случаѣ теоремы Эизенштейна) слѣдуетъ исключить 
еще интегрированіе. 
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удовлетворяютъ условію 
А(кц ІІ) 

(кі7 ІІ ие всѣ равны иулю),к, I наиболъшія изъ чиселъ (кі, к2 ...) 
U (7і, 12 .. .)• 

Въ частномъ случаѣ гп можетъ привестись къ конечному 
числу. 

Слѣдуетъ еще имѣть въ виду, что въ А(к, 7), получаемомъ при 
помощи всѣхь конечныхъ аиалитическихъ дѣйствій кромѣ дѣ-
ленія иадъ Аі(кі} 7«), бъ знамепателяхъ коэффиціенпговъ заклю-
чаются только тѣ простые множители группъ (III) и ( І І ) , 
которые будемъ обозначать черезъ (А), которые заключаются въ 
зпаменашеляхъ коэффиціентовъ одного изъ рядовъ Аг(кг, 7г). 

Тоже относится и къ операціи болѣе общаго типа (51). 

§ 9. Мы разсмотримъ теперь еще другой родъ символовъ. 

Возьмемъ рядъ: 

а0і~+-апхч-а2іх2-+-... (Аі) 

и зваменатель апг — спі разложимъ на мяожители: 

гдѣ 

і к : 
представляютъ дроизведенія простыхъ множителей различвыхъ 
группъ. 
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Тоже сдѣлаемъ съ 

( 5 2 2 ) 

относящемся къ другому ряду 

ао2-*-аі2Х-+-а22%2-*-- • . . 

ІІусть первый рядъ удовлетворяетъ условію А[кі, h] вто-
рой Л[к2, к]. 

Исключая изъ разложенія (52 2) всѣ множители (II) и (III) 
входящіе въ знаменатели сд, У = 0 , 1, 2 . . . , получаемъ рядъ: 

1) простые множители (^4 2), т. е. (II) и (III) 
группъ ВЪ СП2, 

2) простые множители (I) группы въ спі, если 
выбрать надлежащимъ образомъ Р , (), опредѣляю-
щіе группы. 

Если рядъ (А2) удовлетворяетъ условію А[к2, h], & рядъ 
(-4), иолучаемый черезъ исключеніе множителей (А{), условію 
A[k, I], то совокупность этихъ условій будемъ означать 
черезъ 

а рядъ этимъ условіямъ удовлетворяющій черезъ 

Если взять вмѣсто двухъ, нѣсколько рядовъ Аі, А2 ... АРг 

то символъ: 

А[кр, 1Р} Ар-і | к\ l\ Ар-2 | I" ... A | к^\ Р-Щ 

ao-t-aiX-t-a2x2~*- (A) 

для котораго с„ содержитъ только 

A[k2, h, Аі | к, Ц, 

Аф2, к, Аі | ft, I). 
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будетъ означать условія: 

1) Для ряда Ар, А[кр, 1Р]. 
2) Для ряда А\ получаемаго исключеніемъ мно™ 

жителей (Ар-і), А[к'\ V]. 

3 ) Для ряда А' получаемаго изъ А" исключе-
ніемъ (Ар-2) или тоже изъ Ар исключеніемъ (Ар л) 
и ( Л - 2 ) - А [ Г , Г ] и т. д. 

Такъ какъ конечныя аналитическія дѣйствія (кромѣ дѣле-
нія) приводятъ къ множителямъ (Д), заключающимся среди 
множителей ( - 4 і ) , (Аъ)... относящихся къ различнымъ рядамъ, 
надъ которыми производятся дѣйствія, то Формулу (50) мы 
можемъ замѣнить слѣдующей 

Ф[А^)(къ Іі), A2W(k2, h)-..AtM(k,7 

(53) 
=А(к, I, Аг \Ѵ,Ѵ ... А8 I к(*\ ?W), 

гдѣ 

ф. /) иаибольшія изъ чиселъ (кі, Ѣ ..ks)(l\, к .../*) 
(кУ\№) шаибольшія изъ чиселъ (Аѵ+і 5 кч+і • • • ks)Qt'+h ^+2 • . • h) 

Коиечныя аналитическія дѣйствія (кромѣ дѣленія) надъ 
рядами Ail:. I) согласно § 8 не парушаютъ условія А[&, 7]. 
Разсужденія § 8 могутъ быть примѣнены къ множителямъ 
получаемымъ черезъ исключеніе множителей (А{). и мы легко 
убѣждаемся, что тѣ же дѣйствія ие нарушаютъ условій 

А[к2. h. А\ | к, /]. 

Вообще коиечныя аналитыческія дѣйствія надъ рядами удовле-
творяюгцими условію 

А[кр, Ір, Л - і I V, Л - 2 I к"\ V ... А\ кір-ч, 

ие нарушаютъ этого условія. 

Въ заключеніе параграФа замѣтимъ, что, если 

А\ выражается при помощи конечныхъ аналитическихъ 
дѣйствій (кромѣ дѣленія) черезъ J5i ? 

Т. ХХУІ. в. ІГ. 11 
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Ар—Ві, B2, Bs . . • Bp, 

TO всѣ множители 

(Ai) заключаются среди (2?i) 

( Л ) ~ ( Д ) , ( Д ) 

( Л ) - ( Б О , (В2% (Д>) 

( Л ) - ( # 0 , ( f t ) , (В,)...(ВР). 

Поэтому исключеніе (J5T) ведетъ исключевіе ( ^ і ) , исклкь 
чевіе (В2) по исключеніи (В{) ведетъ исключеніе (А2) и т. д. 

Отсюда слѣдуетъ, что изъ условій 

A[ku h, Аі | к\, Ѵ 2 . . . А Р \ Up, Ѵр] 

вытекаетъ условіе: 

A[fa, Іг, Вг | к\, Ѵ 2 . . . В Р \ к'р, І'р]. 

При условіи, что li 1 этотъ результатъ остается въ силѣ 
и по включеніи въ число дѣйствій надъ Дтакже дѣленія, при 
условіи, что оно даетъ во всѣхъ случаяхъ голоморФные ряды. 
Въ самомъ дѣлѣ изъ уравненія (44) § 8 слѣдуетъ, что дѣленіе 
можетъ ввести въ Aj множители, не^ходящіе въ (Д) г = 1 , 2 . . . .j, 
только тѣ, которые принадлежатъ къ I и II классу. при чемъ 
для послѣднихъ 1=1. ІІослѣ указанныхъ выше исключевій 
будутъ оставаться въ (Аг) (А2) и т. д. только тѣ конечные 
множители, для которыхъ 1=1. Ясно, что исключеніе этихъ 
послѣднихъ на значенія (к, I) для соотвѣтствующихъ рядовъ 
не вліяетъ. 

§ 10. Переходимъ теперь къ болѣе общему разложенію: 

у=хг[ао-+~аіХ-і-а2Х2-і-... ] (54) 

A%—Ві, В2, 

As—Bij J ? 2 ? B3 
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регулярнаго интеграла диФФеренціальнаго уравненія 

p^x)ifm)^pi{x)y^1-1)-^.. .рт-і(%)у'-*-рт{х)у=Ъ (8) 

p{(x)=xPiqlx) . (9) 

г, какъ извѣетно изъ изслѣдованій Фукса 1 ) и Томэ 2 ) , опредѣ-
ляется изъ слѣдующаго уравненія степени т—h: 

8h(0yr(r—V)... [г—(т—К) 
(55) 

. - * - & + і ( 0 ) r ( r — 1 ) . . . [ г - ( ш - & К 2 ] - і - . . . & ( 0 > = 0 , 
гдѣ 

І & + ^ > ^ * - ^ Л + , І ) Й + < Я ; ) . (56) 
Число Л или число т—/г, означающее число регулярныхъ 

интеграловъ уравненія (8), опредѣляется согласяо изслѣдо-
ваніямъ Томэ слѣдующимъ образомъ. 

Предположимъ, что наибольшее изъ чиселъ ряда: 

ро—рі-ьт—1, р 0—р 2-ът—2, . . . р 0 — р т (57) 

число которое при условіи, что уравненіе (8) имѣетъ ре-
гулярный интегралъ, должно быть больше т. Пусть р0—рд-н 
+ш—1г представляетъ первый членъ ряда (57) равный д. 
Искомый высшій предѣлъ для числа регулярныхъ интегра-
ловъ уравненія (8) равенъ т—h. 

Вмѣстѣ съ (57) разсмотримъ еще рядъ 

ро, рі, ?2 • . . р»»; (58) 
пусть наименьшее значеніе ру равно Первое число равное 
I въ ряду (58) назовемъ р/. 

Числа h и f будутъ имѣтъ весьма важное значеніе въ на-
шихъ изслѣдованіяхъ ариѳметическихъ свойствъ разложенія 
(54). Мы ихъ назовемъ характеристжами линейпаго урав-
неиія (8). 

*) Fuchs (Journal de Crelle t . 66 et 68). 
2) Thome (Journal de Crelle t. 74 et 75). 

Picard, Traite d'Analyse t. Ill p. 253. 
11* 
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Если мы положимъ у=хгу\ (59), то получимъ уравненіе: 

въ которомъ 

^Pr

m-jpj(x, r)xVj J (61) 

I \ » > - 3 = r ( r — 1 ) . . . ( r - m + j + 1 ) (62) 

P r ( ° ) = l 

представляютъ цѣлыя Функціи съ цѣлыми коэФФИціентами 

(х, г). 

Если г не цѣлое положйтельное число, то Рг

т-і и мы 

имѣемъ 

рР\х, г)=х^1\р\х, г), (63) 

гдѣ qPXx, г) не дѣлится на х и гдѣ р/ 1) представляетъ наи-

меньшее изъ чиселъ 

і = 0 , 1, 2 . . . г. 
Очевидно 

Рт ( 1)=рл—т\-1і, гдѣ й, будетъ то число, при которомъ р0—-р/-+-
-л-m—j имѣетъ наибольшее значеніе. 

Итакъ коэФФИціентъ. для котораго х—0 корень съ наимень-

шимъ порядкомъ, ёсть рт(х) и въ случаѣ ирраціональнаго г 

f=m. 

Изслѣдованіе разложеыія (54) сводится къ изслѣдованію 
разложенія (10), но при условіи, что рг{х) цѣлыя Функціи отъ 
х съ коэФФиціентами вида 

(60) 
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j—m—h—1 

7 = 0 
гдѣ \j цѣлыя числа, или, если уравневіе (55) приводимо и г 
опредѣляется нисшей, чѣмъ т—h степени: 

Ашаі 

вида 
У=х—і 

Для а„ мы получаемъ тѣ же Формулы (14), (16) и (18) § 2, 
но съ той разпицей, что вмѣсто цѣлыхъ коэФФиціевтовъ вездѣ 
будутъ цѣлыя алгебраическія числа въ области опредѣляемой 
уравн. (64), которыя при помощи выражепія t и г съ по-
мощью 

гдѣ а, J3 цѣлыя числа или цѣлыя Р—Функцііі, приводится опять 
къ виду (14), (16) и (18), гдѣ коэФФИціеитами будутъ опять 
цѣлыя чисда и потому становятся возможными всѣ опре-
дѣленія §§ 3 и 9. 

Мы будемъ іоворимъ, что рядъ 
у~хг(а^а\Х-\-аіХ2-л-...) (54) 

подчиняепгся условіямъ Р(&), L(l) ы А(к, 1)} еслгь этымъ условгямъ 
подчиняется рядъ 

ао-*-аіХ~*-а2Х2-\-... 

Рядъ 

xr(ao-haiX-*-a,2X2-+-...) (54) 

мы можемъ всегда представить въ видѣ 

хг'(а?оч-а\х-і- а''2рс2-\-...), 

гдѣ a'o ̂  0 подчшіяющимся тому же условію А(ку £)> какъ (54). 
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(М) 
Аі(кг, h)dxn=A(k, Т) ( f e > 0 ) , (49 г) 

гдѣ 7 наибольшія изъ чиселъ . • 0(^> ^ • • •)• 

Но въ виду недѣлимости А(к, V) на а? къ этимъ свойствамъ 
присоединяется еще слѣдующее: 

Аі{кь Іі) 

А2(к2> h) 
=А(к,М) ( 7 > 0 ) (4б г) 

Ибо если ао—аі— . . • ак-і=0, ак ^ 0, йолагая 

будемъ имѣть 

xr'(ak+ak+iX-h-ak+2%2-*- . . . ) , 

гдѣ а*-і-а*+іЖ-і-аА+2#2-*--•.., какъ иолучаемый изъ о<г*-аіам-
-ьад?2-*-... дѣленіемъ на удовлетворяетъ условію А(к, V). 

§ 11. Такъ какъ всѣ дѣйствія надъ рядами (54), которые 
будемъ обозначать черезъ 

А(к, іу*=ягА(к, Т), 

сводятся къ дѣйствіамъ надъ А(к, I) при томъ условіи, что 
А(к, I) не дѣлится на х, всѣ Формулы §§ 8 и 9 получаютъ 
обобщеніе: 

J^ACh li)=A(k9 V) (40 г ) 

г=гь 

\\МК 1>=Ак і) (43Г) 
г'=1 
Г ,• 1W г 

Ui(f t , Ы 0 (47 г) 
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Поэтому 

Ч*[1і<Щи к\ МЩ2л Z 3 ) . . . А9ѵ*КК 1*)]=Аф, 0 , (66 Г) 

гдѣ Ч; означаетъ раціоналыіую, а не обязательно цѣлую, 

какъ въ § 8, R—Функцію, причемъ t—l въ случаѣ Ц* цѣлаго 
и t=l~hl въ случаѣ Ч* дробнаго. 

Такимъ точно образомъ опредѣленія и основная Формула 

§ 9 получаетъ свое обобщеніе. А именно 

V[AiM(ku h % і г Ч ^ , У . . . 1,)]= 
(66 г) 

=i[fc<°), тіі \ к\ tl ... As \ к, «]. 

гдѣ равно /(*) или Z(*)-H1, W\ #*) наиболыпія изъ чиселъ 

фі+і, кі+2 ... ks)(li+i, h+2 • • • h)» 

§ 12. Возвращаясь опять къ разложенію (10) интеграла 

ураввевія (8), мы докажемъ, что въ случаѣ цѣлыхъ коэффи-
ціентовъ р%(х) можно положитъ 

при к = 1 П Р И p(P)=0:k=f. 

Рядъ 

у = = = а 0 " + ^ і Ж - * - Л 2 Ж 2 - ь . . . (10) 

удовдетворяетъ условію Р(1) или Р ( / ) , иначе говоря ^ или 

, гдѣ р п старшій множитель въ знаменателѣ ап, f имѣетъ 

значеніе, указанное въ § 10 (характеристика линейнаго уравне-
нія (8)), при возрастаніи п сохраняетъ конечное значеніе. 

Мы возьмемъ сперва простѣйшій случай, когда уравненіе 
(8) дриводится по сокращеніи къ вяду: 

а 0(^)2/ ( м )-^аі(^)і/(ш- 1)ч- . . . ат(х)у=0 (67) 

ut(x) цѣлыя Функціи съ дѣдыми коэФФИціевтами, причемъ 

*0(х) не дѣлится т х, иначе а 0 ( 0 ) ^ 0 . 
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Если уравненіе (8) Фуксовскаго типа (2, 3), то условіе это 
равносильяо слѣдующему: 

х=0 не прииадлежитъ къ критическимъ точкамъ лижйнаю 
уравненія. Въ этомъ случаѣ рядъ (10) удовлепгворяетъ условію 

Р(1), т. е. — сохраняетъ конечиую величину. 

Для доказательства опредѣляемъ изъ (8) у(т) въ Функціи 
отъ у°—у, у'... у(т+1): 

— 2 CLj(x)l/m~i) 

у Ы = - ^ = Ц - , (68») 

ДиФФеренцируя ур. (8), опредѣляемъ y(»L+D въ у, ij.. .у(т-^1 
и т. д., вообще: 

— 2 - a / ) f a ? ) y 0

( w + w ) 

yl*+0=. . / - 1 _ _ , , (68«^). 

гдѣ а/%х), какъ и а0(а?) цѣлыя Функціи я? съ цѣлыми КОЭФ-
Фиціентами. 

Исключая при помощи уравненій (Шт+к)(к < і) въ выра-
жевіи: у(т+0 величины у(т) ... у^т+і~л\ получаемъ: 

— 2 чШт~і] 

. ^ 0 = ^ £ і , ( 6 9 w + , ) 
а*0(аО 

При х=0 

— 2 а,ѵ(0)//о''"-Л 

* ( " ° ^ = ^ ( о Г ~ ( 6 9 ( 0 )" і + 0-
Если теперь с обозначаетъ иаименьшее кратное G'O, С\ .... 

с,п_], то подставляя зпаченія у, у' .... у(т~1)^ выражаемыя 
Формулами (14), (16) и (18), будемъ имѣть: 



(70) 

гдѣ # ,„+ , • цѣлыа li—функціи (числа); отсюда 

(71) 

a 0 цѣлое число, что предполагаетъ дѣлимость т \ і\ сщ{ иа 

Такимъ образомъ рп должно дѣлить 1 , 2 . . . . п или са0* 
т. е,, еслп рп цѣлое число, то оно во всякомъ случаѣ не 
превышаетъ п. Если рп цѣлая R—Фун-кція, то орпнимая за 
А\ (см. § 5 опредѣлевіе понятія неравсиства между 11 - функ-
ціяіѵш) свободнып члеыъ, который будетъ величшюй конеч-
ной; ие зависящей отъ п, мы будемъ имѣть также 

сохраняетъ при возрастаніи п конечвую величипу, т. е. рядъ 
(10) удовлетворяетъ условію Р ( 1 ) . 

§ 13. Еогда а 0 ( 0 ) = 0 , то уравненіе ( 6 8 ш + і ) даетъ для у(т+1') 
неопредѣленное выраженіе. 

Въ этомъ случаѣ въ уравненіяхъ получаемыхъ диФФерен-
цированіемъ уравпенія (67) 

Итакъ всегда 
рп 
п < 1 

ao(%(m +0-i-aiW(jz?)?/(m +'~1)-

гдѣ, согласно Формулѣ Лейбница 
^ ) н - . . . . а ( Ѵ ^ ) і / = 0 , (67(0) 
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Положимъ, что 

Г д%^(х) 1 
[ дхв J х=о -0 (73) 

при 5 = 1 , 2 . . . j , j = 0 , 1, 2 . . . I , такъ что 

а/0(0)=0 

при j=l, 2 . . . £—1 и для всякого і. 

Дегко видѣть, что, если тѣ же условія (73) не имѣютъ мѣ-
ста для j—t, то при достаточно большомъ і коЭФФИціентъ 
а/')(0) будетъ отличенъ отъ нуля и при слѣдующихъ значе-
ніяхъ онъ уже не будетъ обращаться въ нуль и по числен-
ной величинѣ будетъ безковечно возрастать. 

Въ самомъ дѣлѣ для этого достаточно опредѣлить коряи 
относительно і слѣдующихъ двухъ уравненій: 

Ф<г)=0 (74) 

^ © = 0 , (75) дг 
гдѣ 

s=t 

6=0 

и взять і большимъ, чѣмъ наибольшій изъ этихъ корней тс. 

(гдѣ Cf число сочетаній изъ і элементовъ по 5 ) представля-
ютъ цѣлыя Фувкціи х съ цѣлыми коэФФиціентами. 

Уравневія (67(г)) опредѣляютъ не 

у(»і+і) 
въ Функціи отъ у, \j ... уім+і-Ч^ a 

y(m+i-t) I ш 

ВЪ 
уу у' . . . уіп+і-*-1). 
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При этихъ условіяхъ мы можемъ опредѣлить t / ( m + / + 1 ) въ 
Функціи отъ 

У, У\ f • • • У{т+І) 

въ Формѣ: 

— 2 а/')(0> о(»'+ !-Л 

^ + 0 = - ^ Ч щ ' С76) 
гдѣ а/0(0), Ф (̂і) цѣлыя числа, откуда 

У о ( т + < 1 = - ^ j S < 7 7 ) 

п Ф*О") 

или, если с наименьшее кратвое: 

Co, Cl5 С2 . • • . Сяг—і, 

TO 

^ + 0 = - ' (78) 
с Ѵ ф < і ) 

или, яаконецъ, 

J = L 

т-\-\\с П Ф^') 

(79) 

гдѣ Clm+i J?—Функція (чисдо) типа 
S—<7—1 

опредѣляется ураввеніемъ (15), (17) или (19) 

р п дѣлитъ n! с Jj$>t(j)- (80) 
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При доетаточно больдшхъ п или і отношеніе Ф^(г)=Ф 0 ^ч- . . . 
къ n=m~hi можетъ быть какъ угодио велико. 

Для такихъ зиачепій Щ-ФІ(І) будетъ наибольшимъ мвожи-
телемъ лроизведенія (80). Если рп числовой множитель, то во 
всякомъ случаѣ: 

Рн ^ 1 Ф&) 1. 

Если рп—Іі—множитель, то принимая опять за А\ свобод-
ный члеиъ, имѣемъ что всѣ миожители с меныде п и Ф/(г)> 
откуда Ф*(г) опять наибольшій изъ мдожителей и ^і ; г<Ф^(г). 

Если въ Ф (̂г) наиболъшііі по числешюй величинѣ КОЭФФИ-
ціентъ то 

рп ^ Рп V ^рп 

Такъ какъ 

~ < ^ < Ж ^ - к - 1 ) . (81) 

гдѣ pf наименьшее изъ чиселъ ру, то условія (73) предпола-

гаютъ: 

или 

что при j ~ f даетт: 

Откуда, такъ какъ 
tSf. ( 8 2 ) 

Рп <Рп 

13 
слѣдуетъ да основаніи неравенства (81), что ^ сохраняетъ 

конечную величиму дри возрастаиіи щ йначе говоря доказы-
ваемъ доложеніе объявлешіос въ дачалѣ § 12. 
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Отсюда слѣдуетъ, что ~ , гдѣ т порядокъ уравненія (22) 

сохраняетъ конечиую величину. 
у, у'{) . . . y 0 ( / + , w - 1 ) и еще нѣкоторое число величинъ: у&), уМ... 

отвѣчающихъ i\)t(j)=0 не опредѣляются изъ уравнепія (67) 
и могутъ получать какія угодио алгебраическія или тран-
сцендентныя значенія. Всѣ остальныя у№ и имъ отвѣчающія 
а-і опредѣляются въ алгебраическихъ Ф у н к ц і я х ъ отъ этихъ 
величиііъ. Отсюда слѣдуетъ, что число трапсдендентныхъ £?-5 

входящихъ въ а*, не превосходитъ £-*-(о, гдѣ со число цѣлыхъ 
положительныхъ корней уравневія 

§ 14. Переходимъ теперь къ условіямъ L(l). 

Мы покажемъ, что при _ р о ( # ) ^ 0 рядъ (10) удовлетворяетъ 

условію L(l\ при р0(0у=О условію L(f). 

а о ( 0 ) ^ 0 , замѣчаемъ, что. если AjlKp) показатель степени, 

въ которой р входитъ въ п\, a Aj 2 ) (p) , Aj^(p) показатели 
степеией р въ с, а 0 (0), тта основаніи ураввенія (71) будемъ 

Задача объ опредѣленій XSlKp) рѣшается въ Алгебрѣ Ю. В. 
Сохоцкаго *) , гдѣ дается слѣдующій результатъ: 

Фі(г)=0. 

имѣть: 
( 8 3 ) 

(84) 

гдѣ q наибольшее значевіе j , для котораго 

с) Ю. Сохоцкій. Алгебра. Теорія чиселъ, стр. 1 3 . 
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отсюда же 

п р—1 ю 

Если XJ 2 ?) (JP) наибольшее по численной величинѣ изъ чи-
селъ Х,/2)(р), К(3Кр), т о 

< -*-2'л»(2з) )̂' с85) 
т. е. 

Мр) 
п 

при возрастаніи п сохраняетъ конечную величину. 

Для случая R—мвожителя, могущаго входить только въ с, 
значеніе I понижается до нуля и условіе £(1) замѣвяетъ £(0) . 
Для а 0 ( 0 ) = 0 замѣчаемъ, что произведеніе: 

вслѣдствіе установленвыхъ въ § 13 условій относительно воз-
растанія Ф*0) вачиная съ j—тг, будетъ множителемъ произ-
веденія: 

1.2.3 . . . ф # ) , 
гдѣ 

г-г-п—т. 

Е обозначаетъ наиболыпее цѣлое число въ дроби —., откуда 

LP P2 Pq\ p — \ 

Неравенство (83) тогда даетъ: 
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Тогда 
Мр) < Х п С ^ ^ - ь Х п С В Д + Ѵ 8 ^ ) , (86) 

гдѣ Хг(1\р), К(2КР) имѣютъ тѣ же зяачеяія, что въ неравен-

ствѣ (83), a *hj%p) опредѣляется no Формулѣ (84) замѣной п 
на Фг(г)? поэтому 

^ { Щ № < ~ ( (87) 

откуда ва основаніи неравенства (86): 

MP) < Фі(І) _^ 1 _ _ ^ XS'KP) 
п* (p—Yjn* п*~1(р—1) п* 

МР} < I MjM) h і ь М2КР) 

п* п* р—І п1-~\р—1) п* 

гдѣ Mt конечвое число. 

гл Мр) МР) 

Отсюда слѣдуетъ кояечность ^ и потому и — т . е. 

выполненіе условія L(f). 

§ 15. Возьмемъ теперь елучай разложенія болѣе общаго 

типа: 

у=хг\а^а\Х-лгй2Х1-\- . . . ] (54) 

ин̂ еграла линейнаго уравненія 

Ръ(х)у(т)+рі(х)і/т-1)~\- р,п-і(х)у' +рт(х)у==0 (8) 

pi(:x)=x9iqi(x). (9) 

Ha основаніи § 12 разложеяіе 

у1=а0-і~аіх-+-а2Х2+ 

будетъ интеграломъ диФФеренціальнаго уравяенія: 

*о(#, r)yiW-*-*i(x, г)уі(^Ч-ьа т(я?, r)y=Q (89) 
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вслѣдствіе чего для ат+і будемъ имѣть Формулы (71) и (79) , 
гдѣ цѣлые коэФФИціевты замѣнены цѣлыми Функціями отъ г, 
которыя приводятся къ виду: 

am+f^^=e^l_ (90) 

*ttL ' <91> 

гдѣ Пт+г цѣлая Функція съ коэФФиціентами цѣльши JR— 
Функціями отъ щ опредѣляемаго уравненіемъ, 

У еХ5і, І2 • •. 5*>>=0 , (92) 

7 = 0 

гдѣ £/ цѣлыя Р—Функціи ОТЪ Н2 • . . £?). 

іѴ(/') обозначаетъ норму, т е. произведеніе значеній f для 
различныхъ корней неприводимаго уравненія (64) опредѣ-
ляющаго г. 

Изъ перваго выраженія (90) совершенно также, какъ изъ 
(71) выводимъ, что 

п 

Co вторымъ поступаемъ также, какъ съ (79) въ § 13, но 
только съ тою разігицей, что уравненія (74) и (75) въ раз-
сужденіяхъ слѣдуетъ замѣнить слѣдующими: 

ІѴ[Ф#) ]=0 (93) 

ді 
= 0 (94) 

и і должны брать большимъ, чѣмъ наиболыиій изъ корвей 
этихъ уравненій. 
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Тогда легко убѣждаемся; что - ~ - и — п р и возраставіи п 

должны оставаться ковечными. 
Мы показали въ § 10, что въ случаѣ ирраціональнаго 

r — f=m, въ этомъ случаѣ условія P(fj) и L(fyJ сводятся 
къ Р(ту) и L(mjQ. 

Итакъ, замѣчая, что —Іг мы имѣемъ: 

Разложеиіе 

иптеграла линейнаго уравнепія должно удовлетворятъ условію 
A[m(m—h): т(т—К)]. 

Сохраняя обозначеніе § § 8 , 9 для общаго случая диФФерен-
ціальныхъ ураввевій, который послужитъ темой другой нашей 
статьи, для частнаго случая линейваго уравневія будемъ упо-
треблять нѣсколько видоизмѣненвое, но какъ это будетъ 
явствовать изъ дальнѣйшихъ изслѣдованій болѣе удобное 
выражевіе 

§ 16. Теперь мы разсмотримъ разложенія самаго общаго 
типа регулярнаго интеграла ливейваго уравненія: 

у=хг(а0-л~аіХ-*-а2Х2-+- ) 

(95) 

Aj(x)=a0j-^aijX4-a2jX2~i-...., (96) 

гдѣ а обозначаетъ число группы корней уравненія: 

£А(0)г(г— 1 ) . • .[г—(ж-&)-ь1]-4-&1+1(0Хг— 1 ) . . . 
(55) 

... [r—(т—u)-t-2]-i-.... £ А ( 0 ) = 0 , 
гдѣ 

Р, 
Ph+i(X), (56; 

Т. X X V I , в . I I . 12 
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У=¥1) fyidx, (98С1)) 

уравневіе (8) дреобразуемъ въ слѣдующее: 

ро. і&Ууі^+рі. ,(х)у^~2)-+-... .рт„г. і (я)уі=0, ' (8(^) 
гдѣ 

PjA=x9jlqn(x) ( 9 0 ) ) 

и гдѣ qj\(x) уже не цѣлыя Функціи съ цѣлыми КОЭФФИЦІѲН-

тами, а разложевія: 

КоэФФиціенты qSji будутъ удовлетворять тому же условію. 

[ тЛ 

Н ' Т А К Ъ К А К Ъ Р Я Д Ъ *м по-
! 0 ] 

лучается изъ АМ(х) и pt(x) (удовлетворяющихъ A К , а по-

I т 1 

тому А ) конечными аналитическими дѣйствіями) кромѣ 

дѣлевія)* 
Какъ въ § 15 получаемъ для интеграла: 

уі^=хгхА^)(х\ (97і(г)) 
гдѣ Г і , какъ разность между корвями одной группы безъ 
единицы, число цѣлое отрицательное 

^і( 1 )(я?)=ао 1 ( 1 )н-ап( 1 ^а Я і ( 1 >-і- . . . - , (97і( ])) 

предполагая при этомъ. что къ одной группѣ мы относимъ 
всѣ корни, разности между которыми выражаются цѣлыми 
числами, при чемъ уравневіе (8;: 

на ряду съ интеграюмъ (95) еще имѣетъ простѣйшій регу-
лярныи иятегралъ: 

ifl)=xrA^l\x\ (97) 

А(Хх)=а^)+а^)х+а^1)х2+.... (970 
Полагая 
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слѣдующія выраженія для коэффиціентовъ а п г ^ 

а0)^шітк^ (98і(1)) 

гдѣ JV берется по отношенію къ различнымъ значеніямъ г, 
но только съ тою разницей, что Н„ будутъ имѣть КОЭФФИ-

ціентами уже не цѣлыя числа, а числа типа 

•s AC* 

[ тЛ 
^ I, такъ 

какъ эти числа получаются сложедіемъ и умножевіемъ КОЭФ-

Фиціентовъ PJI(X). 

Приводя черезъ умножевіе ва вадлежащее цѣлое число 
коэФФИціенты Нп къ цѣлымъ числамъ, т. е. Нп къ цѣлымъ 
II—Функціямъ имѣемъ, обозначая черезъ dn число удовлетво-

[ т I 
^ , (т. е. наибольшій простой множитель 

и показатель степени любого множителя dn въ конечдомъ 

отношеніи къ пт(т~кУ) будемъ имѣть: 

Ф)ѣ1= (ЮОіО)) п! с[ІѴ(роі)рс4і 

* ( 1 ) п і = — - j = ^ - n (ЮІіО)) 

роі, |3п числители а 0і и Ф* ь 

Здѣсь важно сдѣлать слѣдующее замѣчаніе: N[fioi] и N[fiti(j)\ 
мы можемъ предполагатъ цѣлыми числами, а не цѣлыми 
II—Функціями. 

12* 
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Въ самомъ дѣлѣ, въ иихъ могутъ входить только травсцен-
дентвыя входящія въ pj%(x) или въ АМ(х). Но, если въ 
АМ(%) входятъ трансцендевтвыя то тому же ураввевію (8) 
можно удовлетворить замѣняя эти трансцендевтвыя какими 
угодно числами. Въ самомъ дѣлѣ условіями, чтобы былъ 
интеграломъ уравнееія (8), будутъ алгебраическія соотыо-
шенія между воэФФиціентами pt{x) и этими трансцендентными. 
которыя въ предположеніи алгебраически независимыми, 
остаются8 въ силѣ и по замѣнѣ какими угодво постояп-
ными. 

Если уравиенію (8) удовлетворяетъ интегралъ: 
у=хг(а0ч-аіХ-+-а2Х2-і- ) 

съ трансценденшными коэффиціеитами ащ то тому же урав-
ненію удовлетворяетъ подобный же интегралъ: 

съ алгебраическими коэффиціептами Ъп, 

Такъ какъ dn\ содержитъ только множители, входящіе въ 
знаменатели коэффиціентовъ pjt{x) или А^\х) (см. § 8) съ тѣмъ 

изъ состава с^) п 1 , мы получаемъ условія, которыя должвы 
имѣть вообще для случая уравненія (8 1), коэФФИціенты кото-
раго въ области раціональностей опредѣляемой алгебраиче-

скимъ уравненіемъ степени т—Аой; т. е, условія A 

Такимъ образомъ рядъ (97 iW) удовлетворяетъ условіямъ 

же условіемъ по исключеніи этихъ множителей 

[ т т—1 1 

если рядъ (97і) обозначать черезъ AQ^11 

Такимъ же образомъ, полагая 



— 183 — 

(97!<8>) 

[ 
•
 Ш

 , т—1 
h — l 

т—2 
A — 2 

и наконецъ получимъ: 

гдѣ 

уРУ=яГ*АРХр) 

А^\х)=а^%\-^а^их-^Ф\\Х2-^- , 

(102) 

(97г(<)) 

ГІ цѣлое отрицательное число, причемъ А№ удовлетворяетъ 
условію 

т 
A М'> 

т— 1 
h — l 

т—2 ! т—і 

Такъ какъ 

гдѣ 

> - 8 

,7=оо 

-J2> 
У-о 

убѣждаемся, что разложеніе одного изъ интеграловъ: 

удовлетворяетъ условію 
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а а . - і , Ь _ / а _ 1 ) , c / a _ 1 ) постоянвыя, TO производя элементарныя 
интегрированія имѣемъ 

г а _ 2 = / ^ [ ^ ^ ^ l o g a n - a 1 ) ^ ) ! (ЮЗ а _ 2 ) 

гдѣ (Д°)а_2(я0 и №) а_ 20г) голоморФные ряды, причемъ СД°)а-2(Я?) 

получается изъ Al\-d@), а № ) а _ 2 ( # ) изъ ^ М ^ О я ) и 
кояечными аналитическими дѣйствіями (кромѣ дѣленія), поэтому 
первый удовлетворяетъ условію (согласно § 9 ) 

т 

второй 

АоМ 
т—1 

т—1 
h - Г 

m—a-t-21 
A — ач-2 J 

а -2 
ш - а-і а-ь 1 1 

аы-1 J ' 

первый содержитъ только множители А^а-2(ро), второй 

=xr*~*Ai%^(x)j^ 

откуда получаемъ съ помощью элементарнаго интегриро-
ванія: 

* а _з = х*«^[а%^хХ16фУч-№ С(\^(х)1 (103«_з) 
гдѣ голоморФные ряды С( 0) а_ 3(#), СМа-г(х), G\-$(x) полу-
чаются конечными аналитическими дѣйствіями изъ [-4 ( 1) а_ 3(^)] ? 

[А(\-г(х\ А(%-*х)], [АѴ«-*(х\ АѴ*-ъ(х), A(%-.j(x)l поэтому 
содержащіе только множители [(ОІО^-з)], [ ( ^ ( ] ) a _ 3 ) ? (AS\~2)], 
[ ( -4 ( 1 ) а _ 8 ) 5 (^4 ( 1 ) а _ 2 ) ? ( J H ) ^ ) ] и удовлетворяющіе условіямъ: 

I т л 

А Л < ч т—1 
h—l 

т—a + 3 
А— ан-3 



A 

A 

m 
h 
m 
h 
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h — 1 

k — 1 
. . . 4 ( 4 , _ 2 

-«-+•2 1 
-«H-2 J 

m— 
Л — 
m—а-н2 
h —a-+-2 

гдѣ 

Вообще 

получабтся конечными аиалитическими дѣйствіями изъ 

Ар)(х) &=4, г-і-1, i-t-j 

всѣ множители (С,#)) содержатся ереди множителей 

(AsW(x)) s=4, г - t - l , i-+-j 

и удовлетворяютъ условію 

( 1 0 3 , ) 

т ! ш — 1 

А ^ 0 > I А - 1 
.А(% 

+з 
т—г—; 
h 

Для доказательства предволагая, что если имѣетъ такую 
Форму. убѣждаемся, что тоже имѣетъ мѣсто и для # t - „ i . 

Въ самомъ дѣлѣ. 

получается на основаніи уравнеігія ( 1 0 3 / ) ири шшощи эле-
ментарыыхъ интегрированій въ Формѣ: 

причемъ 

;=а—г 

/==о 
(103*,) 

m —• 1 
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получаетея конечными аналитическими дѣйствіями (кромѣ дѣ-
ленія) изъ 

АІ-І(Х), С1%х) s = 0 , 1, 2 . . . . j—l9 

а множители (СЦ_і ) всѣ содержатся среди множителей 

Вслѣдствіе же сдѣланнаго предположенія относительно 

Gls\x) можно замѣнить As^\x) 
s=0, I, 2 j — l s=i, г + 1 , г + 2 г + / 

и мы получаемъ для 

условія 

I A' 
w—1 
h —1 

Полагая г = 0 имѣемъ 

j=oc 1 

т — г—j 
h -i—j 

j=0 

гдѣ G'W(:r) удовлетворяетъ условіямъ 

w — 1 
h —1 

m—j—1 
h - j - l (104) 

a всѣ множители (№')) заключаются среди 

(ASW) s = 0 , 1, 2 . . . . i . 

Замѣтимъ теперь, что можно положить 

^ 0(і)(а?)=С(°)(а?) 

можно взять равнымъ коэффиціенту при (loga;)" - 2 въ вы-

раженіи y1=(lL^\ т.е. 

АіѴ(х)=С^)(;Х), 

* ) Согіасно замѣчанію въ концѣ § 9 . 
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который получается конечными аналитическими дѣйствіями 
надъ С(%х) и а потому всѣ множители (С\(%х)) или 
(А\(1У) содержатся среди ((7<°)) и (№)). 

у2(1) будетъ коэФФИціевтомъ при (logo?)*-3 въ у2= 

А2(\х)=С2(%х) и получается аналитическими дѣйствіями вадъ 
а°Кх% а%х) и (№)(£)) и т. д. 

На этомъ основаніи въ силу замѣчанія, сдѣланнаго въ § 9, 
условіе (104) замѣняется слѣдующимъ: 

т—j—11 

A 4 - 1 J ( 106 ) 

Интегралъ 

У=«- і 

г 0 = У ( і ) = V CjYf), 

гдѣ Y/1) различные интегралы Фуксовской группы. содержитъ 
а произволъныхъ постоянныхъ Cj. 

Составляя другія группы интеграловъ, получаемъ для Фук-
совскаго уравненія общій интегралъ, а для общаго случая 
выраженіе для наиболѣе общаго регулярнаго интеграла, 
такъ какъ по изслѣдованіямъ Томэ уравненіе (8) болѣе т—h 
независимыхъ регулярныхъ интеграловъ имѣть не можетъ. 

і увО 

гдѣ первая сумма распространяется на всѣ группы интѳ-
граловъ. 

т т—1 
h—l 
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Для нѣкотораго значенія произвольяыхъ постоянныхъ: 
1 і 

У=0 і у=о 

г=о y=o 

что на основаніи изслѣдованій Фукса *) предполагаетъ 

У~a—1 y=a— 1 

у=о у=о 

а это въ свою очередь 

4 Х я ) = с е д І = 0 Э 1, 2 .... і = 1 

при нѣкоторыхъ значеніяхъ произвольныхъ постоянныхъ С/. 

Но согласяо § 7 подобная замѣна не мѣняетъ уеловій. 
которымъ подчиняются мнозкители (ДО). 

Поэтому Aj(x)j какъ (УЯ(х), подчивяются условіямъ 

т—7—1 
А А " 

т—1 
..АІ 

+ - 1 і 
- i - i j A —1 

Итакъ въ реѵулярномъ интегралѣ линейнаго уравненія (8): 

. ; = « - 1 

у—хг (aQj-*-aijX-*-a2jX2-h... . ) ( loga;) a _ ? ' _ 1 (95) 

[ »? I 
A I ' 

* ) Еоторый доказываетъ невозможность соотношешй этото тиііа иначе, 
какъ въ формѣ (*). 
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I m 
\h 

A\, Ao 
m—1 
h - i A i \J\ • (Ю6) 

§ 17. Теперь мы укажемъ рядъ возможныхъ обобщевій но-
лученныхъ результатовъ. 

ОГюбщеніе относительно формы коэффиціентовъ щьлыхъ фупкцій 
РІ(Х) представляющихъ коэффиціенты липеитго уравненгя (8). 

I. Первое обобщеніе. 

Въ уравненіи (8) предполагаемъ рг(х) цѣлыми функціями съ 
алгебраическими, no не всегда цѣлыми.коэффиціентами. 

Уравненіе (8) тогда можво написать въ видѣ: 

р0(х, s)yW-+-pi(x, s)y(m-V+ Рт-і(х, s)y'-+pm(x, s)y - 0 , (107) 

гдѣ s опредѣляется непрріводимымъ уравненіемъ степени сг, 
pt(x, s) цѣлыя Функціи съ цѣлыми коэФФиціентами отъ х и s> 

Это уравненіе (107) въ свою очередь какъ и (8) приво-
дится къ уравненію. 

m. e. — ^ - 7 7 u J ^ n ^ \ dm неш конечиы. коэффитентъ npu 

Г m 1 

( logaO a ~ 2 подчгшяется тому же условію А\ ^ г, no исключеніи 
же простыхо множителей входящихь въ знаменатели апо шъ 

[ш—-li 
h 1 * 

[ т 1 

h ' П° 
исилюченіи множтпелей отвѣчашіцихъ коэффиціенту (log^) a~ 1 

\т—11 
условію A ^ A, a no исключенш кромѣ mow множигпелеи, 

\т— 2] 
мпвѣчающшъ коэффицгенту (\о%ху-2,условію АІ^ Аи такъ 
да і.ье. Однимъ словомъ для каждаго коэффи^іента имѣютъ мѣсто 
условія, выражаемыя символомь: 

т—2 т—j— 
h _2....Aj h _ . 
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(108) 

p(l)m-i(%, v)y\-^pWmQ)), ѵ)у^ -0, 
если v=ar-+-j3s, a, |3 цѣдыя числа, причемъ v опредѣляется 
неприводимымъ уравненіемъ степени ие выше ау или с(т,—1ъ). 

Откуда получаемъ, что условіе A\m(ni—Ji), m(m~h)] доджво 
замѣнитьея въ настоящемъ случаѣ условіемъ: 

А[ат(т—К), ат(т—й)]. (Ю9) 

II. Второе обобщеніе. 

Въ уравненіи (8) коэффиціенты цѣлыхъ функцій р£х) гпран-
сценденупныЯі которыя всегда можно представить въ видѣ 
цѣлыхъ В—Функцій въ виду того, что число трансцендент-
ныхъ, за которыя можно принять часть КОЭФФИЦІѲНТОВЪ рг(х), 
число ограниченное. 

Уравненіе (8) можно представить въ видѣ: 

(110) 
-bpw(rji, 7)2 • • • 7]*, S)«/=0. 

гдѣ pi цѣлыя раціояальныя Фуякціи съ цѣдыми коэффиціен-
тами отъ rkt и s. опредѣляемаго уравненіемъ типа: 

У еХгд, 7] 2 . . . 7 ) ^ = 0 , (111) 
7 = 0 

гдѣ ij цѣлыя В—Функціи. 

Уравненіе (108) въ этомъ случаѣ замѣняется сдѣдующимъ 
уравненіемъ: 

р0 ( 1 )(7)і, 7)2 • • • . . .p^m-iC/)!, 7j 2 . . . 7)^ 
(112) 
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гдѣ jp/1) цѣлыя Функціи съ цѣлыми коэФФИціентами отъ ?),•, ѵ = 
— a r - t - p s , опредѣляемаго уравненіемъ того же типа (111), 
какъ 5 , степени не выше а ( т — / г ) . 

Здѣсь тоже можно повторить в с ѣ разсужденія §§ 13, 14, 
15, 16, но при этомъ слѣдуетъ имѣть въ виду, что Лч(у) бу-
дутъ уже ве цѣлыми числами, а цѣлыми U—Функціями. 

Условіями возрастанія Ф*0'), начиная съ '̂—ir, будетъ тре-
бованіе, чтобы j=iz превосходило наибольшее изъ значеній г, 
удовлетворяющихъ условіямъ: 

ДГ[ф,(г)]=0 (93) 

д т т ^ ( 9 4 ) 

или, что въ яастоящемъ случаѣ то же, системѣ уравненій, 

получаемыхъ черезъ приравнивавіе нулю въіѴ[Ф*(г)] и ^ 

коэФФИціевтовъ при различныхъ степевяхъ: 

КоэФФиціенты въ <X>t(j) будутъ тогда, начиная съ j—iz no 
численной величивѣ безконечяо возрастать, откуда будемъ 
имѣть: 

Ф * 0 0 < Ф*(ім-1) < < Фі%). 

На основаніи свойствъ цѣлыхъ R—Фувкцій, доказанныхъ 
в ъ § 4, простой R—множитель сп знаменателя коэФФИЦіевта 
ап въ разложеніи 

у=хг(а^а\Х-л-а2Х2-л- ) 

будетъ дѣлить одинъ изъ множителей, на которые разлагается 

п ! c[JV(a0)]M или п ! с П N[<bt(j)] въ Формулахъ (90) и (91). 

Принимая, какъ выше, за А} въ опредѣленіи неравенствъ 
цѣлыхъ В—Функцій свободный членъ, мы получимъ при до-
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статочно болыиомъ п (или г) наиболыпимъ множителемъ 
в ъ Формулѣ (91) и п въ Формулѣ (90). 

Отсюда сейчасъ же видимъ, что если число простыхъ мно-
жытелей въ знаменателѣ ап безкопечно^ т. е. еслгь рядъ а,о-+-аіян-

-л-а^х2•+-.... ие принадлежитъ къ Эйзеишпгейновскому типу и 

если въ линейномъ диффереиціальномъ уравнеиіи р^О) ̂  0, то 
наибольшгй множгтгель въ зиаменателѣ ап долженъ быть число-
вымъ множителемъ, такъ какъ в с ѣ R—множители ІѴ(а0) ко-

нечны. 

Замѣтимъ, что д?ьлгітель р каждой И—фунщіи F меньше 
гьли равенъ этой R—функціи no численной величинѣ. 

Въ самомъ дѣлѣ | F j получается умноженіемъ степени цѣ-

лой Функціи съ цѣлыми положительными коэФФИціентами | р | 

на подобную же Фувкцію | q | . Каждый коэффиціевтъ | F | бу-
детъ цѣлой Фувкціей съ цѣлыми положительными коэФФИціен-

тами отъ коФФиціентовъ | р | . Взявъ коэФФиціентъ А%—F и 
соотвѣтствующій коэФФИдіеятъ | р | мы должны имѣть 

hAi(py-+- 1щАірУ~и- k8-iAt{p)-*-k8=At(F) 
откуда 

h-iAlp) < AIF) 

Аі(р) < Ai(F), 

Если для i—\ имѣетъ мѣсто веравенство 

Ax(p)<Ax(Fl 
то no опредѣленію 

\Р\<\F\ • 
Если же 

Ax(p)=Ax{F) 

TO опять 

\ P \ < \ F \ . 
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Вообще при 

Aj(p) = Aj(F) j=k, X—1, Х - 2 . . . . к-+Л 

Alp) <Ak(F) 

I p I < I F I , если j = X , X - l , X - 2 . . . 1, 0 
TO I ̂  I' = I F I . 

Такимъ образомъ |? n во всякомъ случаѣ ве болыпе одвого 
j=i 

изъ мяожителей произведеній п ! c[N(<xo)]n или м ! с П .№[Ф*(і)], 

который онъ дѣлитъ, а потому въ первомъ случаѣ не больше 
п, а во второмъ 

Откуда р<Фі(і) и мы получаемъ опять условіе 

Р[ат(ш— / г ) , ат(т—h)]. 

Можво доказать также условіе 

L[am(m—h), ат(т—h)]. 

Для j j o (0) ^ 0 это не представляетъ затрудненія въ виду 

того, что р числовой множитель. 

Въ общемъ случаѣ для втого только слѣдуетъ замѣтитъ, 
что, если цѣлая В—фужція F дѣлиЫся иацѣло на JR—фуж-
цію р г то цѣлыя числа JFW, р(°\ получаемыя замѣной & цѣлыми 
чгюламщ въ часшности нулями, дѣлятся другъ на друга. 

Поэтому, если р(°) входитъ въ cj0) съ показателемъ XS%p), то 

МР) ^ XS°KP). 

Свободный отъ %І членъ (т. е. Ф*(Л __ л) будетъ цѣлой Фувк-

ціей степени t отъ і—f(i), гдѣ і: такъ выбрано, что для і > тс 
съ возрастаніемъ і (или гі) N[ft(i)] свободный членъ ЩФі(г)]у 

постоявно возрастаетъ. 
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Тогда для г ] > 7и 

представляетъ ароизведеніе возрастающихъ цѣлыхъ чиселъ. 

откуда заключаемъ о ковечвости hL^}2 а дотому и — | ^ 

и выводимъ условіе: 

L[am{m—К), ат(т—й)], 

какъ при первомъ обобщеніи. 

III. Третье обобщеніе. 

Ite коэффииіеиты цѣлыхъ функцій рг(х) могутъ также вхо-
дигпъ произволъно-поапоянныя величины, отчего ходъ преды-
дущихъ разсуждевій не мѣняется. 

§ 18. Обобщенія ошносительно ноэффиціеншо&ъ pt{x) при раз-
личныхъ производныхъ въ линейномъ дифференціалъномъ уравиеніи. 

IV. Четвертое обобщеніе. 

Коэффиціеншы лииейнаго однороднаго уравнеиін (8) не пред-
ставляютъ цѣлыооъ функцій, но фуппцги алгебраическія, т. е. 
мы имѣемъ линейное уравненіе 

р0(х, и)у(т^ч-рі(ху w)y(m~1)-+-.. .рт(х, и)у--=0 (112) 

р%(х, и) цѣлыя раціональныя оуякціи съ цѣлыми КОЭФФИЦІѲН-

тами отъ х и щ опредѣляемаго алгебраическимъ уравненіемъ: 

Кх, и ) = 0 , (113) 

степени ѵ. 

Положимъ сперва, что въ х=0 и однозначш, такъ что 

хѴ-и=ио-*-и\Х-*-и2Х2-*-..... (114) 
(JL полож. цѣлое число или нуль, причемъ afw, какъ ж и: 

опредѣляется алгебраическимъ уравненіемъ. 
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Теорема Эйзенштейна, Формулированная подобно теоремамъ 
настоящей статьи въ обобщевномъ видѣ, даетъ для щ выра-
женіе типа: 

wn — — > (115) 

гдѣ Ѵщ ип№ цѣлыя числа, t опредѣляется неприводимымъ урав-
веніемъ степени не в ы ш е ѵ, причемъ множители (Ui) удовле-
творяютъ условію Р(0) и і>(1), т. е. . 4 ( 0 , 1). 

При этомъ 

РІ(Х, и)—р0і-і-риХ-ь-р2і%2-*-

выражается голоморфвымъ рядомъ получаемымъ изъ ряда (114) 
конечными аналитическими дѣйствіями (кромѣ дѣлевія и инте-
грированія), т. е. уравненіе (112), (113) приводится къ урав-
венію аналогичному уравненію (8і^) , разсмотрѣнному въ 

Г ш ] 

§ 16, коэФФИціенты котораго удовлетворяли условію i L = 

=А[т(гп—А), т(пі—1г)]. 
Разница только въ томъ, что тамъ КОЭФФИЦІѲНТЫ разло-

женій рі(х) были раціональяыми числами, а здѣсь въ области 
раціональностей опредѣляемой t. Мы будемъ имѣть здѣсь тѣ 
же Формулы (ЭвіС1)), (ЭЭіО)): 

n\cJU{N[ct>t(j)]} 
(117) 

и ваковецъ 

^ Щ Щ Й ( 1 1 8 ) 

Т. X X V I , в. I I . 1 3 
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an=—-jzr^ (119) 

гдѣ N раепространяется не на различныя значенія r, а зна-
ченія ѵ=иі-ъ-Ъг (a, |3 цѣлыя числа), опредѣляемаго уравне-
ніемъ не выше ѵ(ш—й)-ой степени, N(fio), N[fit(jJ\ цѣлыя 
числа, dn цѣлыя числа содержащія множителями только мно-
жители ѵп и удовлетворяющія Эйзевштейновскому условію 
А[0, 1]. 

Отсюда получаемъ условія 

А[ѵт(т—Ji), ѵт(т—й)]. (120) 

Для случая, когда и многозпачно, т. е, 

р. 1 2 
d ~d d 

X U=U0-*-UiX 4-U2X Ч - (121) 

гдѣ ип выражается цодъ видомъ (115), такъ какъ t=xdu алге-
браическая Функція отъ 

і 

d 
z=x 

причемъ t должно опредѣляться неприводимымъ уравненіемъ 

не выше ^ -ой степени (такъ какъ для х=0 имѣемъ не больше 

г значевій, выражаемымъ рядомъ (121)), разложевіе: 

y=x^[ao-+-aiX-i-a2X2-h- ] (54) 

слѣдуетъ замѣнить слѣдующимъ: 

Г 3 § 1 
yr=zxr I а0ч-аіх -ь-а^х -+- . . •. J. (122) 
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лричемъ результатъ этотъ обобщается на случай, 

VI. Шестое обобщеніе. 

Когда въ коэффиціеиты рг(х, и), fix, и) входятъ трансиен-
дентныя или 

VII. Седьмое обобщеніе. 

мроизволъныя постоянныя. 
Наконецъ можно идти еще дальше и предаолагать: 

Полагая 
і 

d , 
х —Х \ ^ 

имѣемъ: 
у-^х^Іао-л-аіХі-^-а^-ѵ- ], 

а уравненіе (112) приводится къ уравненію того же типа и 
лолученный резудьтатъ, относящійся къ условію 

А(к, I) 

обобщается и на этотъ случай замѣной въ усдовіи (120) ѵ 

на ^ , т. е. будемъ имѣть условіе: 

Г ѵ ѵ 1 
A ^ т(т—h\ ^ ш(т—1г) • 

Теперь не представляетъ никакой трудности убѣдиться и 
въ дальнѣйшихъ обобщеніяхъ: 

V. Пятое обобщеніе. 

Еоэффгщіеиты р£х, и) и f(x, и) алгебраически зависящге отъ 
неприводимаго уравненія сшепени а. Имѣетъ мѣсто условіе: 

13* 
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VIII. Восьмое обобщеніе. 

Коэффиціенты рл[х) линейтго дифференціалънаго уравненія ( 6 ) 
I і 

вгсда xXp0i+pu<vdi+p2i<vdi-+- ) , гдѣ р # всѣ припадлежатъ къ 
области раціопальносшей опредѣляемой уравненіемъ степени ау 

удовлетворяютъ условіямъ A\k^ Ц\. 

Тогда разложеніе интеграла: 

1 2 

y=xr(a04-aixd ч-а2х .. 

гдѣ d наименьшее кратное do, d\ .... dm удовлетворяетъ 
уеловію 

гдѣ к наиболыпее изъ чиселъ 

km, Gfn(tn—Й), 

Z наибольшее изъ чиселъ 

h, h Іт, <зт(т—h). 

Къ этому можно еще прибавить, что тотъ же рядъ удовле-
творяетъ условію 

А[к, I, р 0 | к', V, pi | к", Г р т | ат(т—К), ат(т—К)]Т 

если черезъ 

обозначить наибольшія изъ чиселъ: 

Id, кі+і . . . . кт, ат(т—й)), (/,-, . . . . am(m—h)). 


