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Из предисловия автора к 1-му изданию  
 

Предпосылкой написания монографии стал курс лекций по «Фи-
лософии математики», прочитанный автором в 2007/2008 учебном году 
студентам-математикам при Соликамском государственном педагогиче-
ском институте. 

Каждая часть книги имеет содержательную завершённость. В пер-
вой части даётся описание оснований и основных результатов теории 
множеств с самопринадлежностью. Во второй части содержатся внут-
риматематические приложения основных результатов. Примеры прило-
жений результатов в других областях даны в третьей части.  

 

Предисловие  
Во втором издании монографии устранены неточности первого 

издания, а также приведены дополнительные главы (12, 13) с новыми 
фундаментальными и прикладными результатами теории. 

Логика изложения 1-го издания сохранена, сохранена и нумерация 
теорем. Таким образом, текст первого издания представляет собой вве-
дение в теорию, дальнейшие результаты которой изложены в дополни-
тельных главах второго издания. 

Автор благодарит Д. С. Корепанову за содержательные рассужде-
ния о пустом множестве, а также А. А. Волочкова за внимательное изу-
чение 1-го издания книги и высказанные предложения по его улучше-
нию. 
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Чаcть 1. Основания и основные результаты 
Глава 1. Гносеологические основания 
§1. Самоссылочные структуры сознания 

Онтологические основания нижеследующих рассуждений весьма 
очевидны: имеется окружающий мир, в котором находится сознание че-
ловека, внутри сознания содержится описание окружающего мира, 
включающего как самого человека, так и само описание окружающего 
мира. То есть внутри описания мира находится некоторое самоссылоч-
ное (непредикативное) ядро описания (см. рис. 1а). Эта самоссылоч-
ность в описании мира проявляется на весьма высоких уровнях абст-
ракции, которые явны при более подробном гносеологическом анализе 
описания мира. (О критериях истины  в таком описании см. [106, §2]).  

В собственно онтологическом плане имеются три составляющие: 
сознание, время (и упорядоченные в 
нём информационно логические 
структуры) и материя. Это связано с 
трёхсоставностью действительно-
сти: сознание, информация (органи-
зованная во времени), материя. При 
этом закономерности каждой со-
ставляющей своеобразны [76].  Ме-
сто математики — в средней со-
ставляющей реальности. Такое уст-
ройство реальности соответствует 
ступеням познания истины [33]: i) 
непосредственное созерцание (в 
сознании), ii) логические рассужде-
ния (информация, во времени), iii) 

практическая деятельность (во внешнем материальном мире). 
Такая последовательность выдержана и в этой работе — от непо-

средственного созерцания самопринадлежности к формализуемым ма-
тематическим рассуждениям и далее к практическим приложениям по-
лученных математических результатов.  Место математики в средней 
области отнологических составляющих — между сознанием и матери-
ей. (Как сказано далее в главе 11, самоссылочность, самопринадлеж-
ность — это абстракции, не выразимые в материальной форме, но и не 
сознание). Математика имеет надматематические основания в высшей 
(созерцательной) онтологической области.  

При этом критерий истинносии в математике — это не просто не-
противоречивость, но непротиворечивость, оcнованная на истинном со-
зерцании оснований, а также влекущая полезные практические прило-

описание дей-
ствительности 
(модель) 

сознание 

действительность 

Рис. 1а. Онтологическая иерархия 
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жения.1 
Последовательная схема отражения действительности в сознании 

представлена на рис. 1б [76]. Высший уровень отражения — 6-й — не-
обходимо самоссылочен (непредикативен). Не углубляясь в гносеологи-
ческий анализ схемы отражения, можно заметить, что при анализе про-
цесса познания (отражения действительности) видно, что т. к. самоссы-
лочные структуры имеются в сознании, то тем более самоссылочность 
уместна и в математических структурах.  

О допустимости самопринадлежности в теории множеств было 
известно с начала XX в. "Впервые внимание к <экстраординарным 
множествам> привлёк Д. Мириманов2" [40, с. 117], оставаясь в рамках 
                                                
1 См. подробнене [106, §2]. 
2 Mirimanoff D., Les antinomies de Russel et de Burali-Forti et le probleme fondamental 
de la théorie des ensembles // L'Enseygnement Mathematiques, 1917, vol. 19, 37-52. 
Mirimanoff D., Remarqes sur la théorie des ensembles et les antinomies cantoriennes // 
Ibidem, 1921, vol. 21, 29-52. (указано по: [40]; см. список литературы). 

 

 
 

4. 

5.  

2. 

1. 

 

 
 

4 Самоописа-
ние субъекта 

5 Самоо-
писа-

тельная 
часть 

описания 

2 Субъект 

1 Действитель-
ность 

3 Описание 
субъектом дей-
ствительности 

3.  

6* 

Рис. 1б. Схема отражения мира в самоосознании. 
* 6 — самоописание субъекта в самоописательной части описания мира 
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наивной теории множеств. Аксиоматизация теории множеств была свя-
зана в основном с попыткой избавиться от рассмотрения множеств с са-
мопринадлежностью3.  

Однако при рассмотрении множеств с самопринадлежностью не 
возникает противоречий и открываются весьма неожиданные свойства 
этих объектов мысли. 
 

                                                
3 В теории множеств, хотя было известно (с 1917 г.) о существовании самопринад-
лежащих множеств: ss, названных экстраординарными [40, с. 117], была предло-
жена Цермело (в 1925 г.) и фон Нейманом (позже) аксиома фундирования, исклю-
чающая из рассмотрения такие множества [40, с. 118]. Аксиома эта была измышлена 
из предположения ("предрассудка"), что якобы "единственным первичным консти-
туентом (составляющим, constituent) любого множества оказывается пустое множе-
ство [40, с. 117].  
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Глава 2. О множествах с самопринадлежностью 
§2. Формализация отношения принадлежности 

Прежде чем формально рассматривать самопринадлежащие мно-
жества, следует определиться с интуитивным пониманием объекта и от-
ношения принадлежности (отношения части и целого). 

Объекты мысли (но не мыслящего и не саму мыслимую мысль) 
можно мыслить как единое или как многое, или как едино-многое. Воз-
можности мыслимости объектов отображены в табл. 1. 
 
Таблица 1. Диалектика единого и многого 
Обозначение Пояснение 
[…] Брать нечто как единое, взятое — единое 
{…} Брать нечто как многое, взятое — многое 
a = {… а} Брать нечто (а) как едино-многое, взятое — еди-

но-многое 
[[…]] = […] Брать единое как единое, взятое — единое 
[{…}] = […] Брать многое как единое, взятое — единое 
a = {… а},  [а] = a Брать едино-многое как единое, взятое — едино-

многое 
{[…]} = […] Брать единое как многое, взятое — единое 
{{…}} = {…} Брать многое как многое, взятое — многое 
a = {… а},  {а} = a Брать едино-многое как многое, взятое — едино-

многое 
 
При рассмотрении диалектики единого, многого и едино-многого в пла-
не взаимного содержания, взаимосвязи частей и целого созерцательно 
таковы, как указано в табл. 2. 
 
Таблица 2. Отношение части и целого 
Обозначение Пояснение 
[х]  {… х} Единое во многом. (Отношение принадлежности) 
х  {…}, каждый у 
из х — в {…}  

Многое во многом. (Отношение включения, под-
множество) 

 Едино-многое во многом; едино-многое в едином. 
(Отношение и принадлежности и включения)  

 
При формализации этих интуитивно ясных отношений и выстраиваются 
операции с самопринадлежащими множествами.  
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§3. Явная запись самопринадлежащих объектов 
Пример. Пусть А = {а, А}, AA, множество подмно-

жеств А таково: Exp(А) = {{а}, {а, А}, {А}} = (раскрытие само-
принадлежащего едино-многого объекта А) ={{а}, {а, А}, {а, А}} = 
(удаление подобных обозначений) = {{а}, {а, А}} = (раскрытие многих, 
взятых как многое, в одно многое) = {а, а, А} = (удаление подобных 
обозначений) = {а, А} = А. 
 
§4. Схема свёртывания 

Определение 1.  Множество всех множеств М — множество, со-
держащее все объекты, рассматриваемые как связанные между собой 
отношением принадлежности. 

Схема свёртывания, схема выделения объектов из M такова: 
А содержит объекты x из M, такие, что выполняется условие L(x), при-
чём т. к. пустое множество принадлежит (формально) любому объекту 
из М, то возможность несуществования объекта А, при невыполнении 
условия L(x) на всех объектах из M оговаривается отдельно, условием 
(x): 
А = {[x]M | (x) или L(x) }. 

Таким образом, теория множеств с самопринадлежностью есть 
некоторое исчисление множеств (объектов), ограниченное замкнутой 
областью M 4. 

Посредством схемы свёртывания операции с множествами запи-
сываются следующим образом: 

Объединение множеств A и B —  
АB = {[x]M | (x) или (xA или xВ) }. 

Пересечение множеств A и B —  
АB = {[x]M | (x) или (xA и xВ) }. 
 Множество подмножеств множества А — 
Ехр(А) = {[x]M | (x) или (xA) }. 

 
§5. Основные определения 

Определение 2. А — подмножество множества В, если всякий 
объект из А принадлежит В. 
АB  (хА)хВ. 

Определение 3. Множество всех подмножеств некоторого объ-
екта А обозначется ЕхрА. 
Ехр(А) = {[x]M | (x) или xA}. 

Очевидно, что Exp() = . 
                                                
4 См. далее свойство M: Exp(M)=M. 
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§6. Свойства  

Свойства пустого множества 5 
1.  — самопринадлежаще (формально6), очевидно, . 
2.  принадлежит любому объекту из М (формально), что выра-

жено в схеме свёртывания: 
А = {[x]M | (x) или "условие, задающее объект А"}. 

3.  — единственно. 
Доказательство7 (формальное). Пусть  ' и   — пустые множества, 
тогда по свойствам 1 и 2 (т. к. оба множества самопринадлежащи) и т. к. 
' и ', по теореме о транзитивности принадлежности имеем 
' и ', значит,  = ', т. е. разные обозначения обозначают од-
но и то же,  — единственно. □ 

4. Множество подмножеств пустого множества пусто. Exp()=. 
Доказательство (формальное). Ехр()={[x]M | (x) или x}. □ 
 
§7. Свойства М 

Свойства множества всех множеств 
1. М — самопринадлежаще, ММ. 

Доказательство. По определению множества всех объектов, т. к. мно-
жество всех множеств тоже некоторый объект, этот объект самопринад-
лежащ. □  

2. Если А — некоторый объект из М, АМ, то АМ. 
Доказательство. Если хА, то, по определению М, хМ (для всех х из 
А), по определению подобъекта, АМ. □  

3. Если А — некоторый объект из М, и МА, то А = М. ("Пере-
полнимость" любого объекта из М объектом М, неограничиваемость 
объекта М подобъектами, его "максимальность"). 
Доказательство. По условию АМ (с учётом особенности М АМ); 
МА, по теореме о транзитивности принадлежности МА; по объеди-
нению формул  А = М. □  

4. М — единственно. 
Доказательство. Если бы объект М' был бы тоже множеством всех 
множеств, то по определению этот объект содержал бы М и наоборот 
(по определению объекта М) содержался бы в М: М'М и ММ'; т. к. М 
и М' — самопринадлежащи, по 1-му свойству и по теореме о тран-
                                                
5 Несуществования (ничто), обозначаемого существующим символом. 
6 Содержательно: ничто только из ничто и состоит (в несуществующем только не-
существование, и нет в нём существующего). 
7 Содержательно ясно, что ничто — единственно. 
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зитивности отношения принадлежности для самопринадлежащих мно-
жеств, то М  М' и М'  М, значит, речь при разных обозначениях идёт 
об одном объекте. Объект М — единственен, с точностью до обозначе-
ния. □  

5. М тождественно множеству всех своих подмножеств,  
М = Ехр(М). 
Доказательство. По определению множества подмножеств (опред. 3) 
МExp(М); по определению М, Exp(M)М; по объединению формул 
М = Exp(M) 8. □ 
 
§8. Основные теоремы. Непротиворечивость теории 

Транзитивность принадлежности. Недополнимость. Непротиворе-
чивость. 

Диалектика единого и многого, являющаяся основанием рассуж-
дения о множествах, указана в табл. 1, 2. 

Единое, многое и едино-многое в их комбинациях образуют фор-
мально выразимую алгебру скобок [.] и {.}, описанную в левом столбце 
табл. 1.  

Пусть множество А самопринадлежаще, АА, и пусть А принад-
лежит В, АВ, тогда в записи посредством скобок: 

В = {… [А]} = (раскрытие квадратных скобок, табл. 1) = {… А} = 
(замена самопринадлежащего А его содержимым А={… А}) =  
= {… {ai … А}}9 = (раскрытие скобок {.}, "многое во многом есть мно-
гое") =  {…, ai, … А}}. 

Пример. А={a, b, A}, B={c, d, A}. Тогда B = {c, d, A} = (замена 
А={… А}) = 
= {c, d, {a, b, A}} = (раскрытие скобок) = 
= {c, d, a, b, A} = (те же замены, что и ранее) =  
= {c, d, a, b, a, b, A} = (вычёркивание повторений) = {c, d, a, b, A}. 
Таким образом, доказана теорема. 

Теорема 1 (О транзитивности принадлежности) . Объекты, при-
надлежащие самопринадлежащему объекту А, который принадлежит В, 
принадлежат объекту В. АА, АВ  аiA аiB. □10 

Теоремы о недополнимости подмножества в М и неделимости са-
мопринадлежащего объекта. 
                                                
8 Теорема Кантора о порядке множества подмножеств (см., напр., [9]) справедлива 
только для несамопринадлежащих множеств.  
9 Где аiA. 
10 Содержательно вытекает из интуитивного определения отношений частей и цело-
го, самоприналежащий объект представляет собой открытость, через самопринад-
лежащее, целое частей, составляющих это целое. 
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Теорема 2 (о недополнимости объекта в М). М — множество 
всех множеств. Для любого существующего объекта в М не существует 
дополнения до М.  

Доказательство. Пусть А объект, АМ, возможны случаи: 
1. А = , тогда А — не объект ( означает несуществование, но 

не существующий объект). 
2. А и МА. Попытаемся построить дополнение В к А в М, 

т. е. попытаемся собрать все объекты, не принадлежащие А, "внешние" 
по отношению к А, в одно множество В.  

В = {[х]М | х или хА}, МА, значит, МВ, т. е. В = М и 
АВ. Дополнение "поглощает" дополняемый объект. Попытка неудач-
на. Утверждение теоремы доказано. 

3. А = М, очевидно, В = {[х]М | х или хА} = , что означа-
ет несуществование (отсутствие) дополнения к М в М. □ 

Следствие. Множество всех объектов М невозможно представить 
в виде объединения двух непересекающихся объектов. М неделимо на 
части. 

Теорема 3 (о неделимости самопринадлежащего объекта). Лю-
бой самопринадлежащий объект целокупен, т. е. неделим на две (и бо-
лее) непересекающиеся части. 

Доказательство. Пусть АМ. Возможны случаи: 
1. А = . Предельный случай, формально ,  единственно,— 

"ничто" неделимо. 
2. А. Доказательство подобно доказательству теоремы о недо-

полнимости объекта в М. Попытка "дополнить" любой, отличный от А и 
, объект В из А в А — неудачна. В выстраиваемом дополнении при-
сутствует собственно объект А, объемлющий дополняемый объект В. □ 

Следствие. Для любого существующего объекта В из самопри-
надлежащего объекта А в А не существует дополнения.  
Доказательство очевидно. □ 

Теорема 4 (о непротиворечивости). Пусть М — множество всех 
множеств. Тогда совокупность высказываний, описывающих сущест-
вующие в М объекты,— непротиворечива. 

Доказательство  
Если высказыванием L описан объект А, то отрицание этого вы-

сказывания описывало бы дополнение В к объекту А в М, но по теореме 
о недополнимости это невозможно, следовательно, высказывания об 
объектах из М непротиворечивы. 11 □ 
                                                
11 Известно [24, с. 154–155], что если существует сильно недостижимый кардинал β, 
то есть такой, что  < β, 2 < β, то в теории множеств существует внутренняя мо-

см. след. стр.  
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Существует, однако, ограничение: эти высказывания об объектах 
из М не могут быть получены формальным выводом из некоторых ак-
сиом.  

Пример. Пусть А — множество, содержащее как объекты все не-
самопринадлежащие множества, тогда А — самопринадлежаще (если 
АА, то АА), внутренность12 множества А тоже самопринадлежаща, и 
т. д. по всем множествам ряда внутренностей А. А — недостижимый 
объект:  
А={[x]М|(х или хх) либо (х=а, аа, аА, Р(а)=А, где —число)}  .  

Объект, полученный отрицанием высказывания в схеме выделе-
ния, не существует, очевидно, 
А={[x]М|(х или хх) эквив. (х=а, аа, аА, Р(а)=А, где —число)}  . 

В М-теории верно первое высказывание о множестве, содержа-
щем все несамопринадлежащие множества. Однако объект, содержа-
щий только самопринадлежащие внутренности объекта А, тоже суще-
ствует:  
А = {[x]М | (х) или (х = а, аа, аА, Р(а) = А, где  — число)}  ,  в 
этом случае А — недостижимое бесконечное число. 
 
§9. О множестве несамопринадлежащих множеств 

Пусть М — множество всех объектов (множеств). Выделим в М 
множество А, содержащее все несамопринадлежащие множества. В 
первом приближении А таково: 
А = { [х]М | х или хх}.       (1) 
Но тогда АА, значит по словесному определению АА, т. е. (1) пере-
пишем как 
А = { [х]М | х или (хх либо x = A)};    (2) 
                                                                                                                                             
дель самой теории множеств, что позволяет доказать непротиворечивость теории 
множеств в аксиоматике Цермело-Френкеля (ZF), однако существование недости-
жимых кардиналов не следует из аксиоматики ZF [8], [24], поэтому рассуждения о 
недостижимых кардиналах в теории множеств без самопринадлежности более гипо-
тезы, чем доказуемые утверждения. При рассмотрении теории множеств с самопри-
надлежностью выполняются условия, аналогичные свойствам недостижимых кар-
диналов, и доказуема непротиворечивость теории. 

В теории множеств с самопринадлежностью множество всех множеств М 
совпадает со множеством всех своих подмножеств, но не совпадает со множествами 
подмножеств любого своего собственного подмножества — Exp(M)=M, но AM 
(MA) Exp(A)M, ( MExp(A) ). То есть утверждение, аналогичное утверждению о 
недостижимом кардинале, выполнено. Однако непротиворечивость теории мно-
жеств с самопринадлежностью доказывается из несколько других соображений, что 
описано выше. 
12 См. след. сноску. 
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однако внутренность13 такого объекта А, V(А) описываема по формуле 
(1), значит, объекту А, содержащему все несамопринадлежащие объек-
ты, принадлежат и все внутренности самого объекта А (причём ряд 
внутренностей не обрывается14): 
А = {[х]М | х или (х = a, aа, а = V(A), где  — число )}. (3) 

Таким ообразом, объект, содержащий все несамопринадлежащие 
множества,— самопринадлежащ и содержит все свои внутренние по-
добъекты.  

К тому же множество всех подмножеств объекта А совпадает с 
ним самим, Exp(A) = A,— если ХА и XX, то XА по определению А 
(3) (см. табл. 1, 2); если же ХА и XX, то X совпадает с некоторым 
внутренним объектом из А или с А, т. е. по определению А (3), XА. 

В теории с самопринадлежностью множеств парадокс Расселла 
отсутствует. 

Рассуждение. Словесной формулировки недостаточно для одно-
значного выделения объекта из М, требуется формализованная конкре-
тизация, причём кроме первоначально сформулированного словесно ус-
ловия объект может обладать (объективно) и другими свойствами — 
содержать помимо выделяемых и иные объекты. В рассуждениях о 
множестве несамопринадлежащих множеств первоначальная словесная 
формулировка формализована (переведена на математический язык) в 
формуле (1), в следующей формуле (2) условие конкретизировано (не 
применительно к словесным выражениям естественного языка, но при-
менительно к естеству М-теории), окончательно объект выделен, по-
строен, по объективно существующей структуре объекта М — формула 
(3). Рассуждения об объектах (множествах) возможны при  признании 
существования объекта М (множества всех множеств) в явном виде, 
полностью не описываемого и не формализовываемого. 

Рассуждая логически (см. теорему о непротиворечивости), в логи-
ке, вложимой в М-теорию, невозможно построить утверждение, отри-
цающее себя. Утверждения, отрицающие себя15 (несамопринадлежащие 
объекты), содержатся в некотором самоутвердительном утверждении 
(самопринадлежащем объекте). 

Интуитивного представления о числе как о порядковом типе 
(вполне упорядоченной структуре) достаточно для интуитивного разу-
мения отсутствия в теории с самопринадлежащими множествами пара-
                                                
13 V(А) = {[х]М | х или (хA и Aх) } — внутренность объекта А,— объект, 
содержащий все объекты из А, кроме самого А. Для несамопринадлежащих мно-
жеств внутренность совпадает с самим объектом: XX, значит, V(X) = X. 
14 Условие обрыва минимальных цепей отсутствует в теории М. 
15 При интерпретации отношения принадлежности  как импликации . 
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докса Рассела. 
 

§10. Числовые структуры 
Интуитивно самопринадлежность наблюдается при счёте момен-

тов времени, единица — "сейчас" состоит из "сейчас", двойка — из 
"бывшего" и "сейчас", но "бывшее" когда-то было "сейчас", тройка — 
из "бывшего раньше", "бывшего" и "сейчас"; каждый момент бытия за-
ключён в бытии — самопринадлежащ. Числа (при счёте во времени) 
самопринадлежащи: 
единица состоит из единицы и ничто; 
двойка — из единицы, двойки (себя самой) и ничто16; 
тройка — из единицы, двойки, тройки (себя самой) и ничто; 
1  1,   1, 
1  2, 2  2,   2, 
1  3, 2  3, 3  3,   3, … 
 
1 = {1},   1, 
2 = {1, 2},   2, 
3 = {1, 2, 3},   3, и т. д.17 
                                                
16 То же при счёте на пальцах: два загнутых пальца — это двойка, но не две едини-
цы (единица — загнутый мизинец) — пальцы не поменять местами (как при счёте 
на палочках — палочки). 
17 Определение числа в теории множеств с самопринадлежностью формализуется 
посредством понятия последователя к множеству (объекту). 

Определение. Последователь объекта А содержит объект А и себя же самого; 
P(А)={[х]М |([х]) или ([x]А либо P(А)[х])} 
Если последователь простой (единичный), то 
P(А)={[х]М|([х]) или ([x]А либо [х]=P(А))}. 

Свойства последователей. 
1. Формально, единичный объект — это последователь для ничто; [а] = Р(); 

(двойственность к особенности внутренности единичного объекта). 
2. Последователь для М не определён (по единственности М). 

Формально Р(М) = , что означает: М — не расширяемо последователями, ограни-
чено. 

3. Последователь вообще не единственен (для объекта иного, чем М); [а]М, 
и Ма, Р1(а)  Р2(а) (однако, очевидно, внутренности всех последователей одного 
объекта совпадают V(Р1(а)) = V(Р2(а)). 

4. Все простые последователи, построенные по определённому выше типу 
Р,— конечны.  

[а], Р([а]), Р(Р([а])) и т. д. — конечны. Добавлением единицы (без абстракции 
бесконечности) можно построить (выделить в М) только конечные числа. 

Натуральные числа — это ряд последовательных последователей к единич-
ному объекту. 

см. след. стр.  
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Таким образом, понятие о числах, упорядоченных структурах, оп-
ределяется из теории множеств естественно. 

Очевидно, что множество N, содержащее все натуральные чис-
ла,— несамопринадлежаще NN 18. 

Формализация же в теории множеств с самопринадлежностью, 
понятий о бесконечных числовых, структурах достаточно пространна и 
описана в следующей главе. 
 
 

                                                                                                                                             
Вообще же если C — множество-число, то CC и, для любых двух объектов 

а, b из С, aa, bb, ab или ba; число — нить вложенных друг в друга отношени-
ем принадлежности (без ветвлений) объектов. 
18 Т. е. [N] — единичное множество, может быть началом новой линии счёта. Одна-
ко этим замечанием следует пока ограничиться. 
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Глава 3. Об упорядоченных множествах с самопринадлежно-
стью  

В этой главе продолжено краткое описание понятий о бесконеч-
ных числовых (упорядоченных) структурах в теории множеств с само-
принадлежностью. 
 

§11. Простые, конечные, последователи 
Определение натурального числа (см. §10) в теории множеств с 

самопринадлежностью формализуемо посредством понятия последова-
теля к множеству (объекту). 

Определение 4. Простой последователь объекта А содержит объ-
ект А и себя самого, P(А)={[х]М |([х]) или ([x]А либо P(А)[х])}. 

Если последователь простой (единичный), то  
P(А)={[х]М|([х]) или ([x]А либо [х]=P(А))}. 

Свойства последователей 
1. Формально: единичный объект —это последователь для «ничто»; 
[а] = Р() (двойственность к свойству внутренности единичного объек-
та); 
2. Последователь для М не определён (по единственности М), формаль-
но Р(М) = , что означает: М  не расширяемо последователями, ограни-
чено. 
3. Последователь вообще не единственен (для объекта иного, чем М); 
[а]М, и Ма, Р1(а)  Р2(а) (однако, очевидно, внутренности всех по-
следователей одного объекта совпадают V(Р1(а)) = V(Р2(а)). 
4. Все простые последователи, построенные по определённому выше 
типу Р,— конечны.  
[а], Р([а]), Р(Р([а])) и т. д. — конечны. Добавлением единицы (без абст-
ракции бесконечности) можно выделить в М только конечные числа. 

Натуральные числа — это ряд последовательных последователей 
к единичному объекту. Вообще же если C — множество-число, то CC 
и для любых двух объектов а, b из С, aa, bb, ab или ba; т. е. число 
— это нить вложенных друг в друга отношением принадлежности (без 
ветвлений) объектов. 

Определение  5. Внутренность объекта А содержит объекты, 
принадлежащие объекту А, за исключением самого объекта А; 
V(А)={[х]М |([х]) или ([x]А и АV(А))}. 

Свойства внутренностей 
1. Внутренность единичного объекта — ничто; V([а]) = , 
2. Внутренность для М не определена — формально ничто, V(М) = , 
т. е. объект М, множество всех множеств не имеет ни последователей, 
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ни внутренностей19.  
3. Внутренность объекта — единственна.  
3.1 Для несамопринадлежащего объекта внутренность объекта совпада-
ет с самим объектом. ВВ, следовательно, V(В) = В (см. определение 
внутренности). 
3.2 Для самопринадлежащего объекта внутренность объекта — единст-
венна. АА, по определению внутренности V(А) либо а) самопринадле-
жаща, V(А)V(А), тогда она единственна (единственен самопринадле-
жащий объект V(А) по содержанию понятия о самопринадлежности, см. 
табл. 1, 2), либо б) несамопринадлежаща, V(А)V(А), также очевидна 
единственность несамопринадлежащего множества V(А); в) либо ничто, 
V(А) = .  
4. Внутренности всех последователей одного объекта совпадают 
V(Р1(а)) = V(Р2(а)). 
Пример.  1  1,   1, 

1  2, 2  2,   2, 
1  3, 2  3, 3  3,   3, … 
1 = {1},   1, 
2 = {1, 2},   2, 
3 = {1, 2, 3},   3, и т. д.20 
Р(1) = 2, Р(2) = 3, V(3) = 2. 
Легко определяются n-е последователи: Р(Р(а)) = Р2(а) и т. д. и n-е 

внутренности V(V(а)) = V2(а), где n — натуральное число, изобразимое 
последователем Рn(); в общем случае для простых последователей 

                                                
19 Хотя можно ввести иерархию единичных объектов, взяв мысленно объект М как 
единое следующего уровня единства, как единичный объект, ]М[, однако тогда при-
дётся постулировать бытие многих единичных объектов ]Мi[, аналогичных объекту 
]М[, что противоречит свойству единственности множества всех множеств М (см. 
выше); но даже допустив, внелогично, мыслимость неединственности множества 
таких единичных объектов ]Мi[, должно было бы заключить, что они принадлежат 
множеству всех множеств следующего уровня иерархии М1, совпадающего, однако, 
по структуре при всей изолированности структур множеств ]Мi[ со структурой 
множества всех множеств М и при изолированности, несвязанности отношением 
принадлежности объектов из разных множеств ]Мi[ и ]Мj[ (по определению единич-
ных объектов) (i  j) и из М1, не получили бы качественно новых, структурно раз-
личимых объектов (см. ниже определение самоподобия) — не добавили бы ничего 
качественно нового к описанию самопринадлежащих объектов, поэтому остаётся 
ограничиться рассмотрением обычного множества всех множеств. 
20 В этой записи два обозначения "3" справа и слева от знака равенства обозначают 
один и тот же объект (определение самопринадлежащего множества самоссылочно, 
непредикативно). 
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Vn(Рn(а)) = а, но возможно Рn(Vn(а))  а, например Р5(V5(Р3())) = 5  21. 
Вообще можно рассматривать и разные ветвящиеся структуры и 

циклы простых последователей, аналогичные ориентированным графам, 
однако при рассмотрении более сложных структур, имеющих практиче-
ское приложение, остаётся ограничиться рассмотрением числовых 
(вполне упорядоченных) структур. 

 

§12. Бесконечные последователи 
Натуральный ряд в М выделяется как множество простых после-

довательных последователей к ничто (или к начальному, единичному 
элементу ряда): 
N = {[х]М |([х]) или ([x]=Pn(), где nN и Р(V(Р(х))) = х) 22}. 

Свойства натурального ряда 
1. Натуральный ряд — не единственен. 
2. N — несамопринадлежаще, NN. 
3. Внутренность натурального ряда совпадает с самим натуральным ря-
дом, V(N) = N, что означает невозможность обратного счёта от абстрак-
ции бесконечности объектов счётного числового ряда к конечным чис-
лам23. 

Имеются две возможности рассмотрения последователей к нату-
ральному ряду N (N — как единичное либо как многое): 

1. Простой последователь к N как к единичному объекту [N], 
Р([N]); [N] — единичный объект изоморфен единице [N]  [1], Р([N]) — 
двойке, такое рассмотрение выявляет структуру изоморфную натураль-
ному ряду, но новых структур не выявляет. 

2. Бесконечный последователь — последователь к множеству всех 
объектов из N, последователь к натуральному ряду, взято-
му как многое, {N}: РN = {[х]М | ([х]) или ([x]N либо х = 
РN()) }. 

Свойства бесконечного последователя РN: 
1) вообще РN не единственен, 
2) РN — самопринадлежащ, 
3) V(РN()) = N. 

Так же, как и для счётных последователей, определимы n-е беско-
нечные последователи типа PN: PN(PN()) = PN2() и т. д., и беско-

                                                
21 В арифметике натурального ряда (без дополнительных конструкций) нет отрица-
тельных чисел, арифметическая запись этого выражения 3–5 = 0, 0+5 = 5.  
22 Это условие означает, что у всякого объекта из N точно один простой последова-
тель. 
23 Более абстрактно — бесконечная последовательность внутренностей натурально-
го ряда неубывающа и совпадает с самим натуральным рядом. 
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нечные последователи: 

PNPN()()  = { [х]  М| [х] или (х = (PN ()), РN() ) } и т. д. 
 

§13. Недостижимые последователи 
Выделим бесконечный ряд последовательных простых и беско-

нечных последователей РN: 

, P(),…, PN(), P(PN()),…, PN2(),…, PNPN()(), …      (4)24 
выделим в записи последовательности только некоторые объекты (по-
следовательность бесконечных последователей PN): 

, PNPN()(),…,PNPNPN()()() ,…,PNPNPNPN()()()() ,… (5) 
Объект PO(), содержащий все объекты такого ряда,— самопри-

надлежащ (если нет, то к нему можно построить последователь по типу 
Р(РN()) и, значит, он объект из этого же ряда), причём ряд его внут-
ренностей не обрывается25, объект РО() — недостижимый объект. По 
аналогии, рассматривая ряды из последователей вида РО() и их РО() 
степеней, можно выделить объект Р1O(), содержащий все такие по-
следователи, и т. д., построив бесконечный ряд РО, Р1О, Р2О и т. д.,— 
недостанет счётного ряда для нумерования уровней недостижимости 
объектов, придётся использовать для нумерации недостижимые же по-
следователи и т. д. — получаются структуры, аналогичные недостижи-
мым последователям (кардиналам), рассматриваемым в классической 
теории множеств (см.: [8; 25]).  

Увеличение уровня недостижимости перестаёт добавлять качест-
венно новое в структуру объектов; следующий уровень сложности (бес-
конечности) объектов — объекты самоподобные, структурно-изоморф-
ные своей собственной части. 

 

§14. Структурный изоморфизм 
Определение  6.  Два объекта структурно изоморфны, если они 

изоморфны и совпадают по структуре, т. е. А  В если А  В и если для 
любых а1, a2  A, b1, b2  B, (а1  a2)  (b1  b2). 

Пример. Объекты А = {[а], А} и 2 = {1, 2} — структурно изомор-
фны, объекты А и С = {[c1], [c2]} — изоморфны, но не структурно  
(А  С),  A   [a]. 

Теорема 5 (об изоморфизме множеств подмножеств). Если два 
множества структурно изоморфны друг другу, то множества их под-

                                                
24 P(PN()) в иной записи — это счётная бесконечность плюс единица, +1.  
25 См. выше (глава 2) подобные рассуждения при выделении множества, содержа-
щего все несамопринадлежащие множества. 
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множеств также структурно изоморфны между собой,  
А  В  Exp(А)  Exp(В). 

Доказательство следует из определений структурного изоморфизма и 
множества подмножеств. □ 
 

§15. Самоподобие, пространства 
Счёт в конечных последователях: 

1    2    3    …       (6) 
однонаправленный, полностью обратимый. 

Счёт же в бесконечных последователях РN(), РO() и т. д. — 
отчасти однонаправленный, отчасти обратимый (многоточие обозначает 

промежутки необратимости счёта): 
1  2  … PN()  Р(PN())  …        (7) 
1  2  … PN()  …    V(РО())    РО() … , (8) 
при этом как последовательность последователей типов Р-, РN-, PO- не 
обрывается, так и последовательность внутренностей объекта РО(1) не 
обрывается ввиду того, что при возможных вариантах расcмотрения ря-
да внутренностей объекта РО(1) 
1) VРО(1)РО() =  (т. е. ряд внутренностей только счётен, ряд (8) сим-
метричен относительно предельного перехода). Это невозможно, т. к. 
V(PN())=PN(); 
2) VРО(1)РО() — внутри необрывающегося ряда внутренностей:  
1… PN()  … VРО(1)РО() …V(РО()) РО()…  (9) 

Определение  7. Объект А — собственно внутренний по отноше-
нию к объекту В, если он принадлежит В, но не принадлежит ряду 
внутренностей объекта В 26. 

                                                
26 Как таковую, в виде отдельного объекта, собственную внутренность недостижи-
мого объекта выделить невозможно; несамопринадлежащие множества объекта А 
(см. главу 2) собственно внутренние, однако объект, содержащий только несамопри-

см. след. стр.  

 А-1 А0 А1  
…         … . 

Рис. 2. Структура порядка прямой 

А0 
 

B1 
А1 

B2 

А-1 
 

B0 
… 

…  

Рис. 3. Структура самоподобного  
множества 
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Пример. Число 2 собственно внутреннее по отношению к недос-
тижимому числу PO(), т. к. 2PO(), V(PO())2.  

Определение  8.  Объект самоподобен, если структурно изомор-
фен подобъекту, собственно внутреннему по отношению к этому же 
объекту. 

Пример. Объект А1 — самопринадлежащ и самоподобен, в соб-
ственной внутренности объекта А1 — объект А0, структурно изоморф-
ный объекту А1, А0  А1, некоторый объект В1 — в собственной внут-
ренности объекта А1, B1  VT(А1), В0   В1. Объекты А0, А1, А-1 выде-
лимы с точностью до обозначения, ряд объектов продолжим в обе сто-
роны последовательно неограниченно (по свойству недостижимых объ-

ектов), однако в целом ряд (рис. 3) — несамопринадлежащий объект. 
Если в объекте рис. 3 (взятом как многое) "обнулить" содержимое 

объектов "нити В", то получим простейшее одномерное пространство 
— прямую (рис. 2), обозначим для дальнейшего рассуждения отноше-
ния принадлежности между отдельными выделенными самоподобными 
объектами этой последовательности стрелками, а объекты (выделенные 
с точностью до обозначения27) — точками.    

При наличной выделимости самоподобных объектов, как и недос-
тижимых объектов, в последовательности с точностью до обозначения 
(ввиду структурного изоморфизма), имеется и возможная и бесконечная 
делимость "отрезка" — между любыми объектами из последовательно-
сти (см. рис. 2), выделение между двумя последовательными (принад-
лежащими один другому самоподобными объектами) третьего, "проме-

                                                                                                                                             
надлежащие множества,— невыделим. 
27 Если объекты одинаковы по структуре, то отличить один объект от другого по 
внутренним их свойствам  невозможно, но можно различить по различию обозначе-
ний. Для того чтобы получить действительную прямую, требуется кроме обозначе-
ний ввести ещё понятие о мере (в простейшем виде о мере длины). 

"Правая" 
правоориентированная 
плоскость 

Элементы "левой", 
 левоориентированной 
плоскости, минимальный 
элемент изоморфен K3 

 

Рис. 4. Структура порядка плоскости 
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жуточного" (содержащего первый и принадежащего второму)28 . 
Следующий сложный самоподобный объект — плоскость, двух-

мерное пространство, каждый объект из плоскости (рис. 4) структурно 
изоморфен любому содержащемуся в нём объекту; минимальное струк-
турное образование (ясно просматривается на рис. 4) может быть двоя-
ким: либо "левориентированным" либо "правоориентированным"; нити 
последователей в кольца не замкнуты, то объект, содержащий все объ-
екты одной плоскости (рис. 4),— несамопринадлежащ. 

Рассмотрим трёхмерные пространства. В трёхмерном объекте 
возможны  ориентации: "левая" и "правая" — по нижней ориентирую-
щей плоскости (без циклов, см. теорему о стягивании циклов); "вверх" и 

"вниз" (без циклов). При этом плоскости, секущие куб по диагоналям 
противоположных сторон, не являются ориентированными29, т. е. коор-
динатные оси в таком ориентированном пространстве заданы однознач-
но (ориентирующие векторы не являются координатными). Объект, со-

                                                
28 Аналог аксиомы об отделимости (Хаусдорфа). Для оперирования с числами на 
прямой остаётся определить каким-либо образом внешнюю по отношению к прямой 
меру, меру регулярную. 
29  Если бы это было, то ориентация секущей (по диагонали, ориентирующей осно-
вание куба) плоскости (построенная по ориентациям сторон куба) была бы неодно-
значна (что и показано на рисунке пунктирными линиями). 

 

Элементы трёхмерного пространства, 
изоморфны графу K4: 

Часть трёхмерного 
объекта 

правая  
ориентация  

левая 
ориентация 

вверх вниз 

Рис. 5. Структура порядка трёхмерного пространства 
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держащий всё трёхмерное пространство,— несамопринадлежащ.  
Вышеизложенным показано свойство неоднозначной ориентируе-

мости двухмерных объектов внутри трёхмерных пространств. 
Теорема 6. В М совершенно однозначно ориентировано лишь 

2-мерное пространство (плоскость).  
Доказательство очевидно, см. на рис. 5 ориентацию плоскости, 

пересекающую основание куба по диагонали. □  
Рассмотрим четырёхмерное пространство. 
 

§16. Ограничение размерности 
Основная теорема об ограниченности размерности полностью 

упорядоченных ориентированных самоподобных объектов (про-
странств) трёхмерием в теории с самопринадлежностью: 

Теорема 7 (о размерности). Полностью ориентируемы только 
трёх- и менее мерные самоподобные упорядоченные объекты, про-
странства (т. е. четырёхмерие — неориентируемо). 

Доказательство (краткоизложенное). Как и в трёхмерных про-
странствах, в четырёх- и более мерных пространствах не имеется одно-
значной ориентации двухмерных подпространств, что проверяемо непо-
средственным построением (см. рис. 6)30. На рисунке — попытка изо-
бражения элемента четырёхмерного пространства (четырёхмерного ку-
ба) с нанесением линий ориентации граней всех кубов.  

Легко заметить31, что грани куба (с вершинами 1000, 1001, 0011, 
0001, 0100, 0110, 0111, 1101) ориентированы неоднозначно, например, 
линия 1000–011032   и линия  0100–101033  пересекаются, как и в случае 
трёхмерных пространств.  

Однако при попытке полного построения ориентирующих состав-
ляющих четырёхмерного пространства и его трёх- и двухмерных под-
пространств обнаруживается, что в плоскости (1000, 1010, 0111, 0101) 
ориентирующие линии (объекты) получаются направленными навстре-
чу друг другу от вершины 1010 к вершине 0101 и от вершины 0101 к 
вершине 1010 34, на рисунке эти линии выделены двойной линией (║), 
поскольку отношение принадлежности — однонаправлено, т. е. если 

                                                
30 4-координатный "вектор" ориентирован "векторами", направленными от имев-
шихся 3-координатных "векторов" к новому — 4-му. 
31 В трёхмерной модели, построенной, например, в "Автокаде", при объёмном вра-
щении (см. рис. 6). 
32 Проекция ориентаций в плоскости, 1010–1100 и 0010–0100. 
33 Проекция ориентаций в плоскости, 0010–1000 и 0110–1100. 
34 Линии пересечения плоскостей, построенных на уже ранее построенных ориенти-
рующих прямых, с означенной плоскостью. 
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АВ (и А  В), то ВА 35, такой двунаправленной линии (двунаправ-
ленной нити с принадлежностью объектов в ту и в другую сторону) не 
может быть по определению отношения принадлежности (противоре-
чие), следовательно, показанный на рисунке объект не существует (как 
и ). □ 

Из изложенного следует, что четырёхмерное пространство — не-

ориентируемо полностью 36.  
                                                
35 Не может быть, чтобы и ВА (тогда В = А, противоречие с начальным условием 
В  А). 
36 Практическое приложение эта теорема имеет при истолковании (интерпретации) 
экономико-математических моделей в плане привязки меры стоимости к трёхраз-

см. след. стр.  

0100 

0000 
0001 

0010 

0011 

0110 0111 

0101 

1000 
1001 

1010 

1011 

1110 1111 

1101 

1100 

Рис. 6. Фиктивное 4-мерие 
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§17. О связи с теоремой о 4-раскрашиваемости плоских графов 
Минимальный "элемент", образующий пространство размерности 

n, гомологичен (изоморфен) графу Kn+1. 
По теореме о размерности имеются не более чем трёхмерные 

вполне упорядоченные структуры, образующий их минимальный эле-
мент изоморфен графу K4, граф K4 — плоский, это значит, что фрагмент 
трёхмерного пространства (лежащий в пределах координатных осей — 
1/8 часть трёхмерного пространства) допускает плоскую проекцию на 
раскрашиваемую плоскую область: координаты точки задаются относи-
тельной цветностью (1, 2, 3 цвета), величиной обратной интенсивности 
(яркости) задаётся удаление от начала координат — начало координат 
изображается точкой белого цвета максимальной яркости (при удалении 
от начала координат добавляется 4-й цвет — "чёрный"). 

Для четырёхмерных пространств (с образующим графом K5) такая 
плоская проекция невозможна (таким образом, вышеозначенный ре-
зультат связан с теоремой о 4-раскрашиваемости плоских графов [56], 
[99]). 

Однако проекция трёхмерной области на плоскую область не со-
храняет непрерывности отображения, таким образом, доступными для 
наглядного созерцания на плоскости остаются только двухмерные зави-
симости (см. теорему 6) (О приложениях плоских проекций см. [109]).  

 

§18. О несамоподобии множества М 
Для полноты картины представлений об упорядоченных структу-

рах остаётся показать отличие множества всех множеств от самоподоб-
ных объектов. 

Теорема 8 (о несамоподобии М). Множество всех множеств не-
самоподобно, т. е. в нём нет структурно-изоморфного ему собственного 
подмножества. 

Доказательство. Предположим противное, т. е. в М есть М1, 
М1М, М1М, тогда по свойству структурного изоморфизма в М1 най-
дётся М2, М2М1, и т. д. — бесконечный необрывающийся убывающий 
ряд структурно-изоморфных М множеств Мk (аналогичный рис 3, 2). Но 
тогда по свойству структурного изоморфизма РО(Мk-1)=Mk и ничто не 
запрещает строить последователи РО(…) и к М, поскольку свойства М 
таковы, как и у Мk, ввиду структурного изоморфизма, т. е. бесконечный 
ряд последователей POr(M)=Mr, но тогда в ряду самоподобных мно-
                                                                                                                                             
мерной материальной характеристике системы (вещной, временной, энергетиче-
ской), любой 4-й фактор (например, деньги, оторванные по содержанию от упоря-
дочивающих материальных факторов) дезориентирующ, т. е. денежная мера прак-
тически привязываема к 3 упомянутым факторам. 
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жеств Мk, …, M, …, Mr невозможно однозначно выделить объект, обла-
дающий свойством быть множеством всех множеств, что противоречит 
вышедоказанному свойству единственности М.37 Теорема доказана. □ 

Следствие 1. Мощность множества всех множеств М больше 
мощности недостижимого (самоподобного) последователя РО(.) и явля-
ется наибольшей мощностью. □ 

Поскольку М не самоподобно и не является нитью объектов, то М 
не является объектом вполне упорядоченным отношением принадлеж-
ности. 

Следствие 2. Множество всех множеств М  не является вполне 
упорядоченным отношением принадлежности. □  

                                                
37 Иной вариант рассуждений. М1  М. Тогда образовалась бы, в силу свойств 
структурного изоморфизма, бесконечная цепочка структурно-изоморфных мно-
жеств М  М1  М2  …,— все множества этой цепочки были бы не различимы 
между собой по структуре, тогда выбор из них единственного (ввиду доказанной 
выше единственности М) множества всех множеств был бы невозможен, что проти-
воречит наличию единственного множества М.  
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Глава 4. Исторические аналогии 
§19. Последовательность усложнения математических понятий 

В соответствии с наличием 6 уровней отражения действительно-
сти (рис. 1б) в формировании математических понятий (как в истории, 
так и с возрастом) наблюдается 6 уровней абстракции: 1) появление по-
нятия о числе (конкретном, как наборе предметов или загнутых паль-
цев); 2) абстрактное понятие о числе (как наборе единиц — Евклид) и 
об арифметических операциях (сложения, вычитания); 3) появление по-
нятия о неизвестной величине и определения уравнения (Диофант); 4) 
появление представления о функции (Ферма, Декарт); 5) появление 
представлений о формальной системе (алгоритме, А. Лейвелс); 
6) вероятностные, непредикативные представления (см. [85], [86], 
[100]).  

С усложнением математических понятий изменяется и представ-
ление об упорядоченных структурах — числе и бесконечности. Это ус-
ложнение представлений об упорядоченных структурах (числе и беско-
нечности) соответствует структурам теории множеств с самопринад-
лежностью. 
 
§20. Усложнение представлений о числе и бесконечности 

Структуры, описанные в главе 3, соответствуют уже имевшимся 
ранее представлениям о бесконечном (о числах). Проследим это соот-
ветствие от простых (исторически более ранних структур) в упорядоче-
нии по историческим периодам усложнения научного знания: 

1. Первичные единичные объекты чем-то схожи с "атомами", не-
делимыми объектами чувственного восприятия, описанными Демокри-
том (460–370 до н. э.) (см.: [28, с. 468]). 

2. Простые несамопринадлежащие множества явно описываются в 
математике несколько позже, Евклидом (III в. до н. э.), число мыслится 
как составленное из единиц38 (без указания на их упорядоченность, как 
в нитях самопринадлежащих объектов), т. е. как простое, конечное, не-
самопринадлежащее множество. То же представление повторяется и 
позже (Прокл, Inst. th.): "§6. Всякое множество возникает или из объе-
динённостей ( ), или из единичностей ( ). Ясно 
ведь, что, во-первых, никакой [элемент] многого не есть [тем самым] 
просто само множество, и, наоборот, во-вторых, множество не есть ка-
ждый из его элементов" [35, с. 460] — такие множества не едино-
многие. 
                                                
38 "1. Единица есть <то>, через что каждое из существующих считается единым. 
2. Число же — множество, составленное из единиц." [13, т. 2, с.9-10] ("Начала". 
Кн. 7: определения). 
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3. Представления о едино-многом (но не в форме множеств) име-
лось уже у того же Прокла (410–485) ("Единое и многое в их органиче-
ском сращении", заголовок А. Ф. Лосева) [35, с. 484]: 
"(§67.) Каждая цельность или предшествует частям <единое>, или со-
стоит из частей <многое>, или содержится в части <едино-многое>. … 
(§68.) Всякое целое, содержащееся в части, есть часть целого, состояще-
го из частей <едино-многое>." 

Бесконечность, однако, в математическом (да и философском) 
мышлении Средневековья представлялась в упорядоченном виде, по-
тенциальной (с актуально бесконечными последовательностями и бес-
конечными рядами не оперировали) либо актуальной, являвшейся пре-
делом, не допускающим дальнейшего продолжения. Такова последова-
тельность причин, сводимых к некоторой первопричине, упоминаемая 
Ибн-Синой (980-1037). Таковы же представления о бесконечности, яв-
ляющейся пределом увеличения у Николая Кузанского [26; 32]: +1=. 

4. На четвёртой стадии исторического развития возникает абст-
ракция актуальной бесконечности. Так, Фонтенель (1657–1757; см. 
"Элементы бесконечного") употреблял операции с бесконечными вели-
чинами (о чём упоминал Маклорен (1698–1746; "Трактат о флюкси-
ях")39: /n : = 1/n, и т. п., прогрессии 1, 2, 3, …2, и т. п…  

У Эйлера же (1707–1783) операции с числами "за бесконечно-
стью" совершенно осмысленны и в отличие от предыдущего этапа (3) 
уровни бесконечного чётко отличимы [117, с.93–95]: "их <бесконечно 
малые> нужно непременно отличать друг от друга, если наше внимание 
обращено на то их соотношение, которое выражается геометрическим 
соотношением", "так как а/dx есть бесконечное количество А, то, оче-
видно, количество А/dx будет количеством, в бесконечное число раз 
большим, чем a/dx… Итак, <есть> бесконечно много ступеней беско-
нечных количеств, из которых каждая бесконечно больше предыду-
щей." И при описании "дифференцирования непредставимых функций" 
Эйлер употреблял последователи для бесконечных величин (последова-
телей) [117, с. 512, 518 и след.]: "количества S||, S|+1|, S|+2| и т. д. будут 
составлять арифметическую прогрессию…"40. 

На 4-м уровне операции с бесконечными величинами используют 
представления о простых бесконечных последователях (PN-, РNPN-
последователях). 

5. Кантор (1845–1918) мыслил бесконечные структуры аналогич-

                                                
39 Коренцова М. М. Концепция бесконечного в "Трактате о флюксиях" Маклорена 
(Маклорен и Фонтенель) [6, с. 71–73]. 
40 Индексы — PN(), P(PN()),… 
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но недостижимым объектам, не предполагая ограниченности ряда "але-
фов" (письмо Дедекинду из Галле от 28 июля 1899 г.) [15, с. 367]: 
"Система ח всех алефов 

אω ,…,1א ,0א 0, ωא 0+1,…,  ωא 1,… 
при их расположении по величине … образует бесконечную последова-
тельность".  

Недостижимые кардиналы, появившиеся в описании множеств 
немного позже (см. [8, с. 234–235; 25]), аналогичны недостижимым по-
следователям41 вида PO(). 

Однако у Кантора нет ещё представления о том, что ряд всех але-
фов (включающий и недостижимые кардиналы) является частью мно-
жества всех множеств, это связано с тем, что Кантор исключал из рас-
смотрения самопринадлежащие объекты, оперируя только с несамопри-
надлежащими множествами. 

6а. Самоподобные структуры, описывающие в теории с самопри-
надлежностью пространственные структуры, не имеют аналогов в 
предшествующих историко-математических представлениях.  

6б. Бесконечные структуры в теории множеств с самопринадлеж-
ностью, заключённые внутри неизмеримого и неупорядочиваемого бес-
конечного множества всех множеств M, вбирают в себя описанные ра-
нее (п. 1–6) представления о бесконечных структурах (см. главу 3). 

 
§21. Самоописательность в теории множеств 

Историческое усложнение представлений о бесконечных (упоря-
доченных) объектах совпадает с усложняющейся последовательностью 
структур теории множеств с самопринадлежностью. Таким образом, в 
теории множеств с самопринадлежностью, описывающей и более ран-
ние, более простые представления о бесконечных упорядоченных 
структурах, имеется элемент самоописательности своего исторического 
становления — одна из составляющих теоретического критерия истин-
ности, что также совпадает с наличием самоописательности в схеме от-
ражения действительности в сознании (см. рис. 1б, гл. 1). Более того, 
возрастное изменение представлений о бесконечности аналогично про-
слеженному в истории. Таким образом, самоописательность относится и 
к возрастному становлению познания, а уже на основании его к истори-
ческому изменению представлений.  

                                                
41 При этом, поскольку "обобщённая континуум гипотеза [8, с. 235] влечёт, что вся-
кое недостижимое кардинальное число является сильно недостижимым", она не 
верна, т. к. в теории с самопринадлежностью имеется бесконечный ряд (доминант-
ных) недостижимых последователей, структурно-изоморфных один другому. 
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Таблица 3. Соответствие структур множества М и исторически услож-
нявшихся представлений 

№ 
уров-

ня 

Объект теории с само-
принадлежностью 

Объект исторических 
представлений 

Исторический 
период 

1 Единичный объект Конкретное число 1) древний  

2 Несамопринадлежащее 
мн-во 

Число как "куча" еди-
ниц42 

2) Античность, 
с III в. до н. э. 

3 Самопринадлежащий 
последователь 

Едино-многие объек-
ты43 

3) Сред. века,  
со II в.  

4 
Бесконечные последова-
тели, N, Р(N), РN() и  
т. д. 

Абстракция актуаль-
ной бесконечности 

4) Нов. время,  
с XV в.  

5а) Недостижимые после-
дователи РО() и т. п. 

Абстракция ряда "але-
фов", недостижимые 
кардиналы 

5) с XIX в. 

5б) Самоподобные объекты …44 5) XX в. 

6 Собственно мн-во всех 
мн-в, М  6) современ-

ность 
 
 
 

                                                
42 Из историко-философских сравнений — логика (отношений несамопринадлежа-
щих классов) Аристотеля. 
43 Из философских категорий — представление о ряде последовательных причин в 
средневековой философии. 
44 Фрактальные объекты — отдалённый и лишь внешне похожий аналог, нестан-
дартный анализ (А. Робинсон), в котором предполагается, что (на прямой) окрест-
ность каждой точки подобна по устройству всей числовой прямой, отчасти схож с 
описанным самоподобием объектов. 
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Часть 2. Приложения основных результатов 
Глава 5. О некоторых приложениях семантики самопринадлеж-
ности 

Ниже кратко описаны приложения семантики самопринадлежно-
сти и полученных ранее результатов теории множеств с самопринад-
лежностью в различных областях, а именно:  

Описано доказательство теоремы в теории множеств с самопри-
надлежностью о конечности области моделей для лямбда-исчисления; 
указано, что результат этой абстрактной теоремы совпадает с очевид-
ным фактом конечности внутренних состояний электронной вычисли-
тельной машины [121]. 

Представлен краткий вариант доказательства теоремы о неполно-
те предикативной формальной системы [58]; описана модель двузнач-
ной логики с обоснованием закона исключения третьего.  

Рассмотрено доказательство теоремы о стягивании циклов с само-
принадлежностью в один объект (тождественности такого цикла одному 
объекту) и приложение её семантики в математической лингвистике — 
тождественность цикла непредикативных определений одному непре-
дикативному определению. 

Описано доказательство теоремы о конечной алгоритмизуемости 
(вычислимости) оптимального планирования (оптимальной нормы при-
были) с использованием более ранней теоремы о существовании непод-
вижной точки финансового оборота в условиях безынфляционности и 
результатов теории множеств с самопринадлежностью. 
 
§22. Приложения к -теории 
Введение 

Лямбда-исчисление (-исчисление) описывает основания про-
граммирования на алгоритмических языках (см.: [5; 42]). Значимым во-
просом в -теории является вопрос о построении моделей этой теории, 
причём, как отмечалось ещё в 60-е гг.45, "в бестиповом -исчислении 
объекты служат как аргументами, так и функциями, которые применя-
ются к этим аргументам" [5, c. 99]. Поэтому "ввиду бестипового харак-
тера этой теории было неясно, как строить модели для неё" [5, c.17],  в 
идеале "семантика для -исчисления соcтояла <бы> из области D, такой, 
что её пространство функций DD изоморфно D" [5, с. 99]. В теории не-
самопринадлежащих множеств такое вложение DD  D, или 
Exp(D)  D невозможно ввиду того, что для несамопринадлежащих 
                                                
45 Скоттом в 1969 г. См.: Skott D. S. Models for the -calculis: Manuscript (unpub-
lished). 1969. 53 p. (цит. по: [5, с. 99, 582]). 
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множеств если DD, то Exp(D) ≠ D. Ниже описано построение модели в 
теории множеств с самопринадлежностью. 
 Доказательство теоремы о модельной области 

В теории множеств с самопринадлежностью описывается ряд объ-
ектов, обладающих указанным выше для модельной области свойством: 
Eхр(Х) = Х. Это прежде всего такие объекты, как  (пустое множество, 
ничто, Exp() = ) и М (множество всех множеств, Exp(M) = M), кото-
рые, однако, не могут являться модельной областью D, указанной выше 
(, ничто, очевидно почему, а М "столь велико", что не обладает свой-
ством полной упорядоченности (см.: [50], гл. 3). Из вполне упорядочи-
ваемых объектов свойством Eхр(Х) = Х ввиду транзитивности отноше-
ния принадлежности для самопринадлежащих множеств обладают на-
туральные (конечные числа), самопринадлежащие множества вида  
1 = {1}, 2 = {1, 2}, 3 = {1, 2, 3}  и т. д. 

Как указано в главе 2, натуральный ряд в М выделяется как мно-
жество простых последовательных последователей к ничто (или к на-
чальному, единичному элементу ряда): 
N = {[х]М |([х]) или ([x]=Pn(), где nN и Р(V(Р(х))) = х) 46}. 

Свойства натурального ряда: 
1. Натуральный ряд — неединственен. 
2. N — несамопринадлежаще, NN. 
3. Внутренность натурального ряда совпадает с самим натуральным ря-
дом, V(N) = N, что означает невозможность обратного счёта от абстрак-
ции бесконечности объектов счётного числового ряда к конечным чис-
лам 47. 

Теорема 9 (о модели лямбда-исчисления). В теории множеств с 
самопринадлежностью модельными областями для -исчисления явля-
ются только конечные натуральные числа. 

Доказательство.  По свойствам самопринадлежащих множеств, 
если n  N, то Ехр(n) = n, для 1={1}, Ехр({1}) = 1 — очевидно; для 
2 = {1, 2} Ехр(2 = {1, 2}) = {{1}, {2}, {1, 2}} = (по транзитивности при-
надлежности для самопринадлежащих множеств {2} = {1, 2}) =  
{{1}, {1, 2}, {1, 2}} = (вычёркивание одинаковых записей) =  
{{1}, {1, 2}} = (слияние многого, взятого как многое в одно многое, 
удаление лишних скобок вида "{…}") = {1, 1, 2} = (вычёркивание оди-
наковых записей) =  {1, 2} = 2, и т. д. для остальных n из N. 

                                                
46 Это условие означает, что у всякого объекта из N точно один простой последова-
тель. 
47 Более абстрактно — бесконечная последовательность внутренностей натурально-
го ряда неубывающа и совпадает с самим натуральным рядом. 
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Однако Exp(N) ≠ N, т. к. N  N, то N как единичный объект при-
надлежит Exp(N), [N]  Exp(N), с другой стороны (см. выше), [N]  N, 
значит, Exp(N) ≠ N. 

Следовательно, для любого вполне упорядоченного объекта A из 
М, иного, чем конечные натуральные числа, A  N, Exp(А) ≠ A, что оз-
начает, что модельной областью в теории множеств с самопринадлеж-
ностью для лямбда-исчисления являются только конечные натуральные 
числа, обладающие требуемым свойством: Ехр(n) = n. Теорема доказа-
на. □ 
 

Заключение 
Результат теоремы о конечной вычислимости в его более про-

странном истолковании таков, что семантика языков программирова-
ния, задаваемая -исчислением, задаваема только на конечной вполне 
упорядоченной области (самопринадлежащих множеств, натуральных 
чисел). Доказанный результат удивительно точно совпадает с действи-
тельностью — в действительной цифровой электронной вычислитель-
ной машине множество её внутренних состояний определяется конеч-
ным (вполне упорядоченным) набором машинных слов (команд процес-
сора и массива обрабатываемых данных) мощностью, равной n = 2m, где 
m —  количество разрядов в машинном слове48. 
 
§23. Приложения к логике 
Предисловие 

С допущением семантики непредикативных (самоссылочных) ут-
верждений кратко описывается вполне очевидный факт того, что в пре-
дикативной формальной системе, такой, что следствия из аксиом и ут-
верждений, выведенных из аксиом (причём в способах вывода нет ссы-
лок на сами выводимые утверждения), не содержат утверждения о не-
противоречивости всей этой формальной системы, потому что это ут-
верждение в своём выводе ссылалось бы на само себя.  

Ранее в главе 1 необходимое наличие в сознании таких утвержде-

                                                
48 Если чуть углубиться в философско-математическую область, то иерархия упомя-
нутых теорий будет такова: 1) теория объектов, множеств с самопринадлежностью, 
допускающей бесконечные объекты сверхсчётной мощности, но замкнутые внутри 
множества всех множеств М; 2) теория обозначений и подстановок этих обозначе-
ний на место переменных, допускающая при некоторой неопределённости, откры-
тости процесса обозначаемости настающих текущих событий потенциальную неоп-
ределённость ("бесконечность") вариантов обозначений; 3) собственно вычисли-
мость (определённое -исчисление) на уже обозначенной и конечной, и ограничен-
ной области объектов (конечная, исполняемая программа). 
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ний было обосновано из гносеологических соображений49 (см. также: 
[53]).  

Простейший пример непредикативных конструкций, строгое оп-
ределение понятия натурального числа как самопринадлежащего объек-
та приведены в работе [46], см. также главу 2 настоящей работы. На-
пример, 1 = {1}, 2 = {1, 2}, 3 = {1, 2, 3} и т. д., т. е.  (по сути,  — 
ничто, Ехр = ), 1  1, 1  2, 2  2 и т. д. (как при счёте на пальцах, 
пальцы не поменять местами, в числе "двойка" они неравнозначны, хотя 
считаемые предметы могут быть равнозначны, например отдельные ка-
мешки,— в том разница между числами, которые являются абстракт-
ными категориями, и вещественными предметами). Более подробно по-
строение числовой системы со строгой формализацией уровней беско-
нечности описано в работе [50] и в главе 3 настоящей работы. 

Итак, в семантике рассуждений вполне допустимы непредикатив-
ные самоссылочные конструкции, применение которых непротиворечи-
во и оправдывается практикой, что позволяет выразить математическим 
языком описание утверждения 1-го абзаца §23. 
Предварительные рассуждения 

Пусть существует предикативная теория Т, такая, в которой име-
ется набор аксиом (схем аксиом) Аi и выводимые утверждения Вj: 

(Ai1, …, Ain, Вj1,..., Вjm ) |= Вj0,               (10) 
причём при определённых правилах вывода общее свойство этих пра-
вил вывода по условию предикативности системы таково, что выводи-
мое утверждение не содержится в том наборе утверждений, из которых 
оно выводится, не содержится в цепи вывода от аксиом до себя самого, 
т. е. в формуле (10), 

Вj0  {Ai1, …, Ain, Вj1,..., Вjm},                (11)  
и утверждения, из которых выводимо Вj0, невыводимы из него (т. е. по 
условию предикативности — отсутствие круга в выводе), неполучаемы 
с участием Вj0, 

D0 = {Ai1, …, Ain, Вj1,..., Вjm},  
Dk  D0, Bj0 |≠ Dk.                  (12) 
Говоря иначе, пусть VL — внутренность высказывания (выводи-

мого высказывания или аксиомы) такова, что содержит все высказыва-
ния, из которых выводится данное высказывание. Для аксиом VL(Аi) = 
, т. е. аксиомы в предикативной системе постулируются выводимыми 

                                                
49 Они основываются на онтологических представлениях о том, что самоосознание 
человека созерцает себя непосредственно и поэтому познаёт себя, и абстрактные 
категории, и вещественный мир — в основаниях своих и на высшем уровне абст-
ракции непредикативно. 
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из ничто50, для самого  —  VL() = , формально. Для высказываний 
аналогично VL(Вj0) = D0. Очевидно, что внутренности некоторого выво-
димого высказывания образуют частично упорядоченную решётку 
R(VL(Вj0)) 51, тогда условие отсутствия круга в выводе записывается 
так: 
Вj0  R(VL(Вj0)),                      (13) 
или  Dk  R(VL(Вj0)), Bj0 |≠ Dk.                      (14) 

Таким образом, условия построения предикативной системы опи-
саны. Простейшим примером такой предикативной системы является 
школьный аксиоматический курс геометрии. 
Описание  доказательства теоремы 

Пусть С — высказывание о непротиворечивости теории, т. е. в С 
утверждается, что все утверждения теории Т таковы, что в этой теории 
не выводимы и их отрицания. И пусть Т непротиворечива, т. е. выска-
зывание С выполнимо на всех высказываниях этой теории52, т. е. семан-
тически C  выводимо из множества всех высказываний теории, в том 
числе и из себя самого (т. к. отрицает собственное отрицание при нали-
чии непротиворечивости):  

{Ai, …, Вj, …, С} |= С,               (15) 
что противоречит условиям предикативности системы Т. Следователь-
но, теорема о том, что в предикативной системе недоказуема её непро-
тиворечивость, доказана. 

Теорема 10 (Гёделя). В предикативной системе недоказуема её 
непротиворечивость. □ 

Однако предположение о непредикативности системы являлось 
лишь начальным условием рассуждений, и в связи с доказанной теоре-
мой допускается иная интепретация результата — непротиворечивость 
теории недоказуема в предикативных системах, т. е. доказательства 
непротиворечивости возможны только с допущением непредикативно-
сти (самоссылочности) в семантике рассуждений, как, например в тео-
рии множеств с самопринадлежностью. 

                                                
50 Это уже само по себе странно, т. е. абстрактный средний уровень мышления в 
этом случае формально оторван от высшего — созерцания в сознании, говоря онто-
логически. И если аксиомы случайно хоть отчасти отображают созерцательно пра-
вильные категории, то это уже хорошо и частично правильно (как в школьной гео-
метрии). 
51 Содержит всевозможные степени внутренностей высказываний, из которых выве-
дено Вj0, т. е. VLr(VL(Вj0)) и т. д. до , поскольку обратное прослеживание цепи вы-
водов обрывается после начальных аксиом. 
52 Важным для использования семантики самоссылочных высказываний является 
допущение того, что это высказывание уже истинно. 
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Обсуждение результата 
В доказательстве теоремы о неполноте, известном ранее (Гёдель, 

Клини [20; 21], Линдон [27]), которое является достаточно объёмным и 
где используется при построении определённого вида нумераций, при 
заданном виде формального алфавита системы тот факт, что Гёделев 
номер высказывания о непротиворечивости теории будет таков, что не 
будет совпадать с номерами выводимых формул (в процедуре диагона-
лизации). Само построение таких формальных нумераций достаточно 
громоздко, при этом используется только семантика вещественной об-
ласти мышления чисто предикативная, если говорить онтологическим 
языком. Иной пример использования непредикативных конструкций 
наблюдается в теории множеств с самопринадлежностью (непреди-
кативной).  

Вот пример теоремы, использующей непредикативную семантику 
(см. гл. 1):  

Теорема 4. Пусть М — множество всех множеств. Тогда сово-
купность высказываний, описывающих существующие в М объекты, 
непротиворечива. 

Доказательство.  Если высказыванием L описан объект А, то 
отрицание этого высказывания описывало бы дополнение В к объекту А 
в М, но по теореме о недополнимости это невозможно (самопринадле-
жащий объект необразуем из объединения двух непересекающихся 
подмножеств, отличных от него самого), следовательно, высказывания 
об объектах из М непротиворечивы. Теорема доказана. □ 
Теорема о неполноте 

Аналогичны рассуждения и о других ограничительных теоремах 
(5-го уровня развития абстрактного мышления), например при рассуж-
дении о полноте системы. 

Пусть F — высказывание о полноте системы, т. е. F утверждает, 
что в системе Т выводимы все утверждения, в том числе и само F, но 
тогда  F, если оно верно, семантически (самоссылочно) сказывается о 
себе самом:  
{Ai, …, Вj, …, F} |= F,                 (16) 
что противоречит условиям допущения чисто предикативности теории 
Т. Доказана следующая теорема. 

Теорема 11 (о неполноте). Предикативная теория не полна. □ 
Дополнение о модели логики 

Интересны также результаты описания вложения логики выска-
зываний в означенную теорию множеств. Как известно [22, с. 43], бази-
сом исчисления высказываний является набор логических операций, по-
зволяющих построить полную систему логических функций. Одним из 
таких базисов является базис, состоящий из операций импликации и от-
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рицания,— в терминах теории множеств этот базис построим следую-
щим образом.  

 

Таблица 4. Сопоставление элементов теорий 

Элемент теории Теория множеств Исчисление выска-
зываний 

Константа "невыполнимость"  0 

Константа "выполнимость" М 1 
Импликация   
Отрицание  (…  )  

 

Пусть имеются две константы  (ничто) и  М (множество всех 
множеств), тогда на этих константах посредством отношения принад-
лежности  выстраиваемы высказывания, аналогичные логическим, где 
отношение принадлежности аналогично отношению импликации, отри-
цание х — результату операции (х  ) и переменная х принимает 
значения  или М, аналогичные логическим константам 0 и 1 (сопос-
тавление систем см. в табл. 4). 

 

Таблица 5. Выполнимость 

Х y x   x  y ((х  ) ) 

  М М  

 M М М  

M    M 

M M  М M 
  

В качестве константы, обозначающей выполнимость логической 
операции ("выполнимость"), определим самопринадлежащий объект М 
(множество всех множеств)53. В этой двузначной логике однозначно 

                                                
53 Казалось бы, вместо константы М можно выбрать единичный объект [а] и на объ-
ектах [a] и  задать двузначную логику, а в случае выбора константы вида  
2 = {[1], 2}, где [1] — единичный объект, получить 3-значную логику и т. п. беско-
нечное количество конечно-значных и бесконечно-значных логик — в зависимости 
от выбранного объекта-константы, но значение выполнимого логического высказы-
вания, например   [а], лежало бы вне области определённых логических констант 
[а] и . Можно, конечно, пытаться ограничить универсум множеств объектами [а], 
2 = {[1], 2} и т. п., пытаясь построить многозначные логики (заключая по теореме о 
непротиворечивости подтеории, что исчисления высказываний в таких логи-

см. след. стр.  
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выполняется закон исключения третьего х = х, ((х  ) ) = х (см. 
табл. 5), а также иные аксиомы теории исчисления высказываний L 
[22, с. 46-47]54. Тем самым посредством модели логики в теории мно-
жеств с самопринадлежностью доказана теорема. 

Теорема 12 (о законе исключения третьего). В двузначной логике 
отрицание отрицания совпадает с первым отрицаемым, т. е. действует 
закон исключения третьего:  х = х. □ 

Таким образом, вложение логики высказываний в теорию мно-
жеств с самопринадлежностью в достаточной мере очевидно55. 
Заключение 

Таким образом, доказательства ограничительных теорем о фор-
мальных системах, при допущении семантики самопринадлежащих (са-
моссылочных, непредикативных) рассуждений, значительно упрощают-
ся, что обеспечивает большую степень понимания их студентами56. К 
этому же рассуждению примыкает и более сильное ограничительное ут-
верждение об алгоритмической неопределимости понятия вероятност-
ной меры, также использующее семантику самопринадлежащих рассу-
ждений, изложенное отдельно (имеющее приложение в теории управле-
ния). То есть использование самопринадлежащих конструкций является 
вполне приемлемым и позволяет получать фундаментальные математи-
ческие результаты более ясным путём. 

 

§24. Приложения в матлингвистике 
Теоремы о стягивании циклов 

Рассмотрим цикл объектов с самопринадлежностью:  
А1  А2  …  An  A1,                         (17)  

где Аi  Ai. 
Тогда для объектов Ak и Аk+1, k  [1, n] (цикл для k: n+1=1, 1–

1=n), предыдущий принадлежит последующему Ak  Аk+1,  по опреде-
лению цикла (17) и по теореме о транзитивности принадлежности ([46], 
                                                                                                                                             
ках непротиворечивы), но это искусственный приём рассуждений. 
54 Причём описание логических констант в теории множеств с самопринадлежно-
стью представляется наиболее естественным, в отличие, например, от описания по-
средством теории категорий [11, с. 138 и след.]. 
55 Кроме того, поскольку для М (и для некоторых других самопринадлежащих мно-
жеств) выполняется условие равенства множества всех подмножеств множества са-
мому множеству ExpМ = М, то на М (и этих множествах) легко строится операция 
замыкания (отображения множества всех подмножеств на само множество [17]), 
конструирующая дедуктивную систему. Другое дело, что не все объекты из М могут 
быть объективно известны (к данному моменту процесса их описания). 
56 В том числе в курсе "Философии математики", прочитанном автором в Соликам-
ском государственном педагогическом институте. 



 42 

гл. 2) Ak+1  Аk, последующий принадлежит предыдущему, значит, по 
следствию из определения равенства объектов [46] эти объекты совпа-
дают, Ak = Аk+1, т. е. цикл тождественен единственному объекту. Дока-
зана следующая теорема. 

Теорема 13 (о стягивании простых циклов). Простой цикл (без 
ответвлений) самопринадлежащих объектов тождественен единствен-
ному объекту. □ 

Наличие ответвлений от цикла не изменяет содержания доказан-
ного утверждения. Пусть цикл таков: 

Тогда В  А1 по транзитивности принадлежности самопринаждежащих 
объектов Аk  цикла (18), т. е. В, A1  A2 и В, А2  А1, значит, А1 = А2. 
Для произвольного Аk доказывается аналогично: А1 отождествляется с 
А2, n уменьшается на единицу и рассматривается отождествление сле-
дующих двух объектов и т. д. до оставшегося одного объекта, цикл стя-
гивается к объекту вида В  А*1. 

Если  же,  наоборот,  объект  цикла  принадлежит  некоторому 
объекту, то рассуждения аналогичны рассуждениям вышедоказанной 
теоремы,  

 
таким образом, доказана следующая теорема. 

Теорема 14 (о стягивании циклов с самопринадлежностью). 
Цикл принадлежащих один другому объектов с самопринадлежностью 
(пусть даже и с ответвлениями) тождественен одному объекту. □ 
Приложение к определениям 

Приложение семантики самопринадлежности в математической 
лингвистике. Пусть L — язык, допускающий непредикативные опреде-
ления (близкий к естественному или даже естественный), и пусть ко-
нечное количество определений образуют цикл: 
О1 

def  O2 (O1 определяет О2), Оk 
def  Ok+1, Оn 

def  O1, k  [1, n]. Если все 
определения цикла непредикативны (самоссылочны), т. е. Оi 

def  Oi, 
i  [1, n]57, тогда в интерпретации самопринадлежности Оk+1  Ok обра-
зуется цикл с самопринадлежностью и по доказанной выше теореме оп-
ределения Оi  совпадают Оi = Оj = О*1, т. е. круг непредикативных опре-
делений тождественен одному определению. Доказана теорема. 
                                                
57 Ср. философские определения через род и ближайшее видовое отличие. 

А1  А2  …  An  A1,                 (19) 
 

  В 

А1  А2  …  An  A1.                  (18) 


 

  В 
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Теорема 15 (о стягивании круга определений). Круг непредика-
тивных определений тождественен одному определению. □ 
 
§25. Приложение в матэкономике 

Возможность конечной алгоритмизации (вычислимости) планиро-
вания экономики (построения оптимального плана как деятельности го-
сударства, так и составляющих его экономических субъектов) имеет, 
очевидно, необходимую прикладную значимость. Описание результатов 
решения этой задачи на основании недавних результатов о конечных 
моделях для лямбда-теории в семантике множеств с самопринадлежно-
стью и составляет содержание следующего раздела. 
Теорема о конечной вычислимости 

Основной результат лямбда-теории (оснований теории языков 
программирования высокого уровня [5; 44]) составляет теорема о не-
подвижной точке [5, с. 140; § 6.1] и её следствие, гласящее, что если у 
оператора есть неподвижная точка, то она  вычислима (конечно вычис-
лима). Этот результат усилен в теореме о конечной области моделей для 
лямбда-исчисления в теории множеств с самопринадлежностью — из 
соображений построения моделей лямбда-теории, где D — совокуп-
ность -термов, Exp(D)  D (Exp(D) = D). Модельной областью для -
теории в теории множеств с самопринадлежностью [46] являются ко-
нечные натуральные числа; по свойству этих чисел Exp(n) = n, где n  N 
(но Exp(N) ≠ N). Подробное доказательство этой теоремы см. в §22). 

Таким образом, в интерпретации объединённый смысл вышепри-
ведённой теоремы таков, что если имеется неподвижная точка операто-
ра, то она вычислима посредством конечного алгоритма. 

Кроме того, есть также более ранняя теорема о неподвижной точ-
ке финансового оборота (неподвижной точке оборота общественно не-
обходимого времени в экономике) при условии безынфляционности,  
более подробно см. в работах [45; 48]. В другой интерпретации — тео-
рема об оптимальной норме прибыли экономических субъектов, об оп-
тимальной норме прибыли государственного бюджета и внутригосудар-
ственных экономических субъектов58. 

Объединяя смысл этих теорем и учитывая, что количество внут-
ригосударственных экономических субъектов конечно (и норма прибы-
ли стандартна), получается конечный результат: 

Теорема 16 (о конечной алгоритмизуемости, вычислимости, оп-

                                                
58 Позволяет прогнозировать нижнюю границу инфляции и многократно проверена 
по данным экономической статистики как СССР и России, так и в мировом масшта-
бе (частично библиографию см. в [48]). 
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тимального планирования). При условиях безынфляционности задача 
планирования (определения неподвижной точки финансового оборота 
— оптимальной нормы прибыли — как государственного бюджета, так 
и бюджетов внутригосударственных субъектов) вычислима посредство-
им конечного алгоритма (конечно вычислима). □ 
Дополнение об оптимуме управления 

Приведённый общий результат имеет и узкоспециальное прило-
жение в практике построения систем статистически оптимального 
управления сложными химико-технологическими процессами (см., 
напр. [49; 54; 55]), а именно в этой предметной области теорема, полу-
чаемая аналогичным рассуждением, такова: 

Теорема 17 (о конечной вычислимости параметра оптимального 
управления). При использовании метода пространства состояний (трёх-
мерного описания параметров химико-технологической системы) не-
подвижная точка (оптимум управления) вычислима посредством конеч-
ного алгоритма (конечно вычислима). □ 
Заключение 

Описанная теорема как в предметной области математической 
экономики, так и в предметной области теории управления является 
фундаментальным обоснованием возможности решения указанных эко-
номических59 и прикладных задач. 
 
Глава 6. Интерпретация теоремы о размерности 

В этой главе описана одна интерпретация топологического опре-
деления размерности посредством приложения результатов теории 
множеств с самопринадлежностью (теоремы о размерности). 

                                                
59 Теорема о конечной вычислимости оптимального плана в экономической пред-
метной области такова, что, если в качестве меры экономических ресурсов, как это 
неоднократно предлагали советские и российские философы [1, с. 72], в неограни-
ченно продолжающемся будущем использовать меру электрической энергии (кВт/ч) 
— кстати, единственно возможный в долгосрочной перспективе выход — электри-
ческая энергия, получаемая в единой энергосистеме посредством солнечных бата-
рей (см. обзор в работе [47], поток электрической энергии при занятии 10% площа-
ди земной поверхности солнечными батареями таков, что на одного человека при-
ходится мощность 100 кВт/ч за 1 час при 1010 человек населения — многократно 
больше, чем в развитых странах ныне),— в этом случае при условии стационарного 
состояния биосферы — совокупного нулевого производства энтропии, у оператора 
совокупного энергооборота (и энергооборота отдельных экономических субъектов) 
также имеется неподвижная точка — мера оптимума энергозатрат, направленная на 
самоподдержание экономики (материально-техническое обслуживание и инфра-
структуру), такая, что и в этих условиях оптимальное планирование экономической 
деятельности конечным образом алгоритмизуемо (вычислимо). 
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Описана интерпретация топологического определения размерно-
сти, связанная с теорией графов, показано соответствие между размер-
ностью и хроматическим числом графа Кn, строимого на базисных век-
торах пространства, описано понятие ориентированного пространства, 
доказана иным способом, с привлечением теории графов, теорема об 
ограниченной размерности ориентированного пространства; указано на 
естественный способ построения ориентированных пространств в тео-
рии множеств с самопринадлежностью. 

Определение размерности по Лебегу накрытиями для области и 
пространства таково: пространство (область) имеет размерность m, если 
имеет накрытие объединением m+1 выпуклых множеств. 
 
§26. Интерпретация в терминах теории графов 

Вышеприведённое определение размерности допускает такую ин-
терпретацию. Область, общая для множеств накрытия, должна содер-
жать минимально n+1 различных точек, принадлежащих всем n+1 ми-
нимально накрывающим множествам, где n — размерность пространст-
ва. При этом на этих n+1 точках, как на вершинах графа, соединяемых 
попарно рёбрами, строится граф Kn+1, являющийся n+1 раскрашивае-
мым графом. 

Заметим, что в n-мерном пространстве вершины n базисных век-
торов и начало координат также являются вершинами графа Kn+1, более 
того, всякий фрагмент этого n-мерного пространства (в окрестности ка-
кой-либо точки, в которую переносится начало координат) устроен, в 
смысле структуры направлений базисных векторов, точно так же. 

В связи с вышесказанным можно различать в геометрическом 
смысле одинаковые (и различающиеся только по обозначению) оси по 
раскраске графа, Kn+1, построенного на базисных векторах, однако такое 
различение не имеет геометрического смысла и является различением 
только по обозначению. В геометрическом же смысле оси пространства 
различаемы при введении дополнительных ориентирующих векторов, 
соединяющих попарно вершины базисных векторов, при этом теорети-
чески возможно 2n различных ориентаций n-мерного пространства.  
 
§27. Ориентированные пространства 

Как уже сказано, в ориентированном пространстве задаются до-
полнительные, соединяющие попарно вершины базисных векторов, 
ориентирующие направления (см. рис. 7 для двухмерного случая).  

Ориентация задаваема также и посредством определяющих соот-
ношений (с привлечением теоретико-групповых методов). Для указан-
ного двухмерного случая рассмотрим группу по сложению, образован-
ную единичными базисными векторами a и b.  
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Эта группа коммутативна (знак операции сложения в записи для 
простоты опускаем), ab=ba (определяющее соотношение). Сами базис-
ные вектора друг от друга ничем, кроме обозначения, неотличимы. Если 
же ввести ориентацию, то добавится ещё одно определяющее соотно-
шение  b=ax, где х соответствует ориентирующему плоскость вектору. 

Аналогично для трёхмерного пространства (см. рис. 8, опреде-
ляющие соотношения пропускаем). В трёхмерном случае наблюдается 
одно отличие от двумерия, если двумерие было абсолютно однозначно 
ориентировано, каждый фрагмент плоскости ориентирован одинаково, 
то в трёхмерии имеется плоскость, рассекающая куб по диагонали, со-
единяющей первые два базисные вектора и параллельная 3-й оси, такая, 
что она (плоскость) ориентирована неоднозначно,— эта неоднознач-
ность ориентации каких-либо противоречий в определяющих соотно-
шениях не влечёт. Но естественно задаться вопросом: а не накладывает 
ли ориентация ограничений на размерность пространства, т. е. не возни-
кает ли в пространствах большей размерности каких-либо иных неодно-
значностей ориентации, влекущих противоречия?   
 

 
§28.  Теорема об ограниченности размерности 

Рассмотрим четырёхмерный случай (см. рис. 9). Для упрощения 
представления вершины куба обозначены в двоичной форме. Ей соот-
ветствует буквенное обозначение базисных векторов 1111=dcba. Опре-
деляющие соотношения таковы: 

ab=ba, bc=cb, cd=dc, da=ad — задают базисные отношения, далее 
ориентирующие соотношения, b=ax (плоскость), с=by=az (куб), 
d=ap=qb=rc (четырёхмерный куб). Легко заметить, что плоскость P1, со-
единяющая вершины (1000, 0100, 1010, 0110), и плоскость P2 (0100, 
1000, 1001, 0101), как и для трёхмерного пространства, неоднозначно 
ориентированы, поэтому вектор, соединяющий точки A и B (1010, 
0101), является противоречиво ориентированным, а это показывает, что 
ориентированного четырёхмерия не существует. 

Рис. 8. Структура порядка  
3-мерного пространства 

 

Рис. 7. Структура порядка плоскости 

a 

b x 



 47 

Рассмотрим то же в определяющих соотношениях. В плоскости P1 
диагональ, соединяющая вершины 1010 и 0100, равна элементу 
bdPrP1(y), где PrP1(y) — проекция на плоскость P1 (по направлению d) 
направления, задаваемого элементом (вектором) y. В плоскости P2 диа-
гональ (1000, 0101) — acPrP2(p), где PrP2(p) — проекция на плоскость P2 
(по направлению c) направления, задаваемого элементом (вектором) p. 
Следовательно, при проекции этих двух направлений на отрезок АВ по-
лучаем соотношение abdPrP1(y)=bacPrP2(p), ввиду коммутативности вы-
ражение слева сокращается, значит, dPrP1(y)=cPrP2(p), т. к. d=rc, то 
rcPrP1(y)=cPrP2(p), по коммутативности rPrP1(y)=PrP2(p), что не имеет 
места,— поскольку получено противоречие, то четырёхмерное ориен-
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тированное пространство невозможно. Доказана следующая теорема. 
Теорема 18 (об ограниченной размерности). Ориентированное 

пространство не более чем трёхмерно. □ 
Это доказательство носит характер отвлечённый от природы ори-

ентируемых объектов (от их самопринадлежащих структур) и поэтому 
действенно и для классического определения пространства (без привле-
чения семантики самопринадлежности).  

В теории множеств с самопринадлежностью эта теорема доказы-
вается аналогично: ориентация пространства задаётся посредством от-
ношения принадлежности при выстраивании дополнительной ориенти-
рующей структуры множеств, кроме как определяющей координатные 
направления (рисунки совершенно идентичны). 

Таким образом, максимальный ориентирующий граф в ориенти-
рованном пространстве — это граф К4 — максимальный плоский из 
графов вида Kn. Этим доказанная теорема связана с теоремой о 
4-раскрашиваемости плоских графов [12, с. 253-254; 56]. 
  

Заключение 
При введении понятия ориентированного пространства показано, 

что ориентированность пространства накладывает ограничения на его 
размерность — ориентированное пространство не более чем 3-мерно. 
Кроме того, изложенный материал иллюстрирует тесную связь и гео-
метрических понятий (понятий "непрерывной" математики) и некото-
рый понятий теории графов и теории множеств ("дискретной" матема-
тики) в связи с понятием размерности. 
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Глава 7. Обход парадоксов 
§29. Разрешение парадоксов принадлежности 

Отсутствие в теории с самопринадлежностью парадокса Рассела 
показано ранее (см. гл. 2, §9). 

Кроме парадокса Рассела в теории множеств без самопринадлеж-
ности известны сходные парадоксы [125], разрешимые аналогичным 
образом. 

Парадокс класса всех фундированных классов (парадокс Мири-
манова): класс В называется фундированным (нефундированным), если 
есть (нет) такая последовательность классов. Парадокс заключается в 
том, что допущение фундированности класса всех классов либо допу-
щение его нефундированности приводят к противоречию, аналогичному 
противоречию в парадоксе Рассела. 

Класс всех фундированных классов при интерпретации этого его 
свойства в теории множеств с самопринадлежностью совпадает с объек-
том А (множеством Рассела) в разрешении парадокса Рассела. Класс 
всех нефундированных классов при той же интерпретации — это мно-
жество, содержащее все самопринадлежащие множества (а, значит, и 
само М), совпадающее с М (по свойству транзитивности принадлежно-
сти для объектов, принадлежащих самопринадлежащим множествам). 
Таким образом, в теории множеств с самопринадлежностью описанный 
выше парадокс не то что бы не имеет места, но разрешён конструктив-
ным образом. 

Парадокс всех классов С без круга [125] является расширением 
парадокса Рассела, попытка построить в теории множеств без самопри-
надлежности класс С всех классов без круга, т. е. не содержащих кругов 
вида:  

В  ВSi  …  B2  B1 = B,      (20)  
при некоторых si, приводит к противоречию. То же самое при построе-
нии класса всех классов без n-членного круга (si = n). 

По доказанным ранее теоремам о стягивании циклов цикл объек-
тов (20) вышеозначенного парадокса тождественен единственному са-
мопринадлежащему объекту. По теореме о недополнимости непустого 
объекта в М дополнение к множеству всех циклов (некоторого вида) — 
непостроимо, т. е. этот парадокс в теории множеств с самопринадлеж-
ностью отсутствует. 

Таким образом, в непротиворечивой теории множеств с самопри-
надлежностью устранены конструктивным образом (а не исключением 
из рассмотрения) парадоксы круга принадлежности. 
§30. Отсутствие парадокса Кантора 

Парадокс Кантора — парадокс теории множеств, использующей 
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только несамопринадлежащие множества, который демонстрирует, что 
предположение о существовании множества всех множеств в этой тео-
рии ведёт к противоречиям.  

Теорема Кантора [40], являющаяся отправной точкой рассужде-
ний этого парадокса, о том, что мощность множества всех подмножеств 
множества больше мощности множества, |Exp(A)| > |A|, имеет место 
только для несамопринадлежащих множеств, поэтому "наибольшего" 
несамопринадлежащего множества не существует. 

Для некоторых самопринадлежащих множеств имеет место 
|Exp(B)| = |B|, т. к. Exp(B) = B (где B  B; см. выше §22). Поэтому за-
ключение теоремы Кантора в теории множеств с самопринадлежностью 
не создаёт парадокса. Действительно, Exp(M) = M (где М — множество 
всех множеств) и бóльших множеств операцией взятия множества под-
множеств не построить. 
 
§31. Отсутствие парадокса Бурали-Форти 

В теории множеств без самопринадлежности парадокс Бурали-
Форти демонстрирует, что предположение о существовании множества 
всех порядковых чисел ведёт к противоречиям [40].  

Утверждение о том, что объединение порядковых чисел — поряд-
ковое число, являющееся основой этого парадокса, имеет место только 
в теории, которая утверждает, что множество подмножеств пустого 
множества не пусто, что на самом деле, в теории с самопринадлежно-
стью, не имеет места (см. §6) Exp() = , где   . К тому же в тео-
рии множеств с самопринадлежностью натуральный ряд чисел не един-
ственен (имеется больше двух структурно-изоморфных натуральных 
рядов, объединение которых не является порядковым множеством), что 
не даёт оснований для построения этого парадокса.  

Наибольшим множеством, содержащим в себе все порядковые 
числа (упорядоченные нити последователей), является множество всех 
множеств, М, которое не является упорядоченной (самоподобной) ни-
тью объектов, т. е. числом (см. §18). Таким образом, в теории с само-
принадлежностью парадокс Бурали-Форти не имеет места. 

 
Действительно, легко заметить, что теория множеств с самопри-

надлежностью свободна от парадоксов теории множеств Кантора, не-
обоснованно использовавшей только несамопринадлежащие множества. 
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Глава 8. Около континуум-гипотезы 
В связи с доказанной ранее некорректностью диагонального ме-

тода (Зенкин) переобоснованы посредством семантики самопринадлеж-
ности теоремы Гёделя, а также утверждения о несчётности количества 
точек прямой; указано на возможность лишь счётного количества обо-
значений, построен пересчёт обозначений n-ичных  разложений чисел 
на отрезке [0, 1). 

В 1997 г. А. А. Зенкин опубликовал [14] результаты, подтвер-
ждающие некорректность диагонального метода Кантора. В связи с 
этим возникает потребность анализа и переобоснования базирующихся 
на этом диагональном методе утверждений, что и сделано далее с ис-
пользованием семантики самопринадлёжности, введённой русским ма-
тематиком Д. Миримановым ещё в 1917 г. [40].   
 

§32. Краткое доказательство теорем Гёделя 
Подробно основания структур с самопринадлежностью и сами эти 

структуры описаны отдельно [50; 46]; см. также главы 2, 3. Для понима-
ния этого параграфа достаточно интуитивного представления о несамо-
принадлежащих (XX) и самопринадлежащих (YY) объектах.  

Теоремы Гёделя доказываются достаточно кратко. Пусть имеется 
предикативная теория Т, такая, в которой имеется набор аксиом (схем 
аксиом) Аi, и выводимые утверждения Вj, 

(Ai1, …, Ain, Вj1,..., Вjm) |= Вj0,       (21) 
причём выводимое утверждение не содержится в цепи вывода от аксиом 
до себя самого, т. е. в левой части  формулы (21), которую безотноси-
тельно её содержания обозначим через L, {Ai1, …, Ain, Вj1,..., Вjm} = L, 
Вj0  L. 

Теорема 10. В предикативной системе недоказуема её непроти-
воречивость. 

Теорема 11 (о неполноте предикативной системы). Предикатив-
ная теория — неполна.  

Схемы доказательств этих теорем одинаковы: непредикативные 
утверждения о непротиворечивости или полноте предикативной теории 
Т не являются в самой этой теории выводимыми виду того, что эти ут-
верждения в их выводе ссылаются на себя самих. 

Пусть С — высказывание о непротиворечивости теории, т. е. в С 
утверждается, что все утверждения теории Т таковы, что в ней (теории 
Т) не выводимы и их отрицания. И пусть Т непротиворечива, т. е. вы-
сказывание С выполнимо на всех высказываниях этой теории (важным 
для использования семантики самоссылочных высказываний является 
допущение того, что это высказывание уже истинно), т. е. семантически 
C  выводимо из множества всех высказываний теории, в том числе и из 
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себя самого (раз отрицает собственное отрицание при наличии непроти-
воречивости),  

{Ai, …, Вj, …, С} |= С,       (22) 
C  L, что противоречит условиям предикативности системы Т (C  L). 
Следовательно, теорема 10 о том, что в предикативной теории недока-
зуема её непротиворечивость, доказана. □ 

Пусть F — высказывание о полноте системы, т. е. F утверждает, 
что в системе Т выводимы все утверждения, в том числе и само F, но 
тогда  F, если оно верно, семантически (самоссылочно) выводится и из 
себя самого  

{Ai, …, Вj, …, F} |= F,       (23) 
F  L, что противоречит условиям допущения чисто предикативности 
теории Т (F  L). Теорема доказана. □ 

Однако предположение о непредикативности теории Т являлось 
лишь начальным условием рассуждений, в связи с доказанными теоре-
мами допускается и иная интепретация результата — непротиворечи-
вость теории недоказуема в предикативных системах, т. е. доказатель-
ства непротиворечивости возможны только с допущением непредика-
тивности (самоссылочности) в семантике рассуждений, как, например, в 
теории множеств с самопринадлежностью. 

Теорема 19.  Непротиворечивость и полнота теории недоказуе-
мы средствами самой этой предикативной теории. □ 

Таким образом, без применения диагонального метода передока-
заны теоремы Гёделя. Поскольку в этих теоремах (1–3) не упоминался 
совершенно тип логики, посредством которого осуществляется вывод в 
теории Т 60, то эти теоремы действенны в отношении множества преди-
кативных теорий с произвольными правилами вывода (в т. ч. на исполь-
зующие многозначную, модальную и т. п. логики). 

Следующие утверждения связаны с отношением счётности и не-
счётности множеств. 

 

§33. Несчётность количества точек на прямой 
При описании упорядоченных структур в теории множеств с са-

мопринадлежностью было указано, что объекты, определяющие струк-
туру прямой, самоподобны, т. е. обладают свойством структурной изо-
морфности объекта его собственному подобъекту. 

Определение  5. Внутренность объекта А содержит объекты, 
принадлежащие объекту А, за исключением самого объекта А; 

V(А)={[х]М |([х]) или ([x]А и АV(А))}. 
Определение  6.  Два объекта структурно-изоморфны, если они 

                                                
60 Вообще эта логика может быть не только двузначной. 
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изоморфны и совпадают по структуре, т. е. А  В, если А  В (изомор-
физм : AB) и если для любых а1, a2  A,  (а1)=b1, (a2)=b2, b1,b2 B, 
имеет место (а1  a2)  (b1  b2). 

Определение  7. Объект А собственно внутренний по отношению 
к объекту В, если он принадлежит В, но не принадлежит ряду внутрен-
ностей объекта В. 

Определение  8. Объект самоподобен, если структурно-
изоморфен подобъекту, собственно внутреннему по отношению к этому 
же объекту. 

Для самоподобных объектов C и D одной прямой, D  С, или  
С  D или D = С, причём в любом случает имеет место структурный 
изоморфизм  D  C. Для объектов натурального ряда (натуральных чи-
сел) свойство структурной изоморфности, очевидно, не выполняется,— 
натуральные числа одно другому структурно неизоморфны. Следова-

тельно, самоподобные объекты — несчётны. Доказана теорема. 
Теорема 20. Количество точек на прямой — несчётно. □ 

 

§34. Счётность количества обозначений 
Очевидно также, что, располагая конечным алфавитом, можно 

иметь не более чем счётное количество обозначений. Множество под-
множеств конечного множества конечно. Счётное повторение этой опе-
рации для начального конечного множества даёт счётное множество. 

Даже в случае, если имеется счётный алфавит, но сами обозначе-
ния содержат конечное число символов, итоговое количество обозначе-
ний счётно (ввиду счётности множества конечных подмножеств счётно-
го множества).  

Таким образом, следует различать точки на прямой (как показано 
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выше, их несчётное количество) и их десятичные обозначения, которых 
по вышесказанным соображениям счётное количество. Остаётся по-
строить пересчёт этих обозначений.  

 

§35. Счётность простых деревьев 
Представления чисел на отрезке [0, 1) в n-ичной системе счисле-

ния (c m разрядами) изоморфны n-дереву (глубины m), что очевидно. На 
рис. 10а выделенная линия соответствует числу 0,011…, на рис. 10б — 
0,089…. (номер слоя соответствует порядковому номеру цифры за запя-
той). 

Пересчёт n-дерева организуется следующим образом: считается 
1-й слой, затем — 2-й, далее — 3-й и т. д. В m-дереве для всякой вер-
шины r-го слоя её номер не более чем nr. Для всех n и r из N,  nr < N, из 
чего следует счётность количества вершин дерева, а значит, и счётность 
количества n-ичных обозначений чисел на отрезке [0, 1).  

Таким образом, несчётность множества точек на прямой и счёт-
ность количества n-ичных обозначений чисел на отрезке [0, 1) согласу-
ются друг с другом. Доказана теорема [87]. 

Теорема 21. Число десятичных обозначений чисел — счётно. □ 
Следствие. Число n-ичных обозначений чисел, где n конечно,— 

счётно. □ 
 

Как показано, классические утверждения (теоремы Гёделя, утвер-
ждения о несчётности числа точек на прямой) доказуемы и без диаго-
нальных рассуждений, в семантике самопринадлежности. Счётность ко-
личества обозначений — счётность количества n-ичных обозначений 
чисел на отрезке [0, 1) не противоречит тому, что объектов мысли (то-
чек на прямой) несчётное число, не всё из существующего (мыслимого) 
можно обозначить. 
 
§36. О мощности самоподобных множеств 

Рассмотрим самоподобное множество А, задающее порядок на 
прямой, обозначим количество объектов в объекте Аi (его мощность) 
через , |Ai|=, где Аi — некоторый недостижимый последователь, со-
держащийся в А. По изложенным выше соображениям (конечный алфа-
вит обозначений) таких недостижимых последователей обозначениями 
можно выделить не более чем счётное (строго говоря конечное число). 
Интересен следующий вопрос: сколько объектов находятся между Ai и 
Ai+1? 

С одной стороны, недостижимые последователи структурно-
изморфны, то их мощности равны — |Ai|=|Ai+1|=|Aj|=. С другой сторо-
ны, если между Ai и Ai+1 r объектов и r<, то, т. к. выделено счётное 
число Аi, имеем общее число объектов во всей бесконечной цепочке — 
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r|N|<, что противоречит начальному предположению о том, что |Aj|=. 
Значит, теорема доказана. 

Теорема 22  (о количестве точек на прямой между двумя разны-
ми точками). Количество объектов в самоподобном объекте и между 
любыми его подобъектами, соответствующих различным недостижи-
мым последователям, равно одной величине — мощности этого множе-
ства. □ 

Записывая формально, имеем +=, сложение некоммутативно 
(не допускает обращения в вычитание, т. к. убывающие цепи внутрен-
ностей  не обрываются). То есть  есть мощность упорядоченного (в 
простейшем случае на прямой) континуума. 

Следующий вопрос, требующий разрешения,— о мощности мно-
жества всех множеств. 
 
§37. Дополнение: о мощности множества М 

По доказанной ранее теореме 8 множество всех множеств — не-
самоподобно, поэтому из предыдущей теоремы очевидно, что мощность 
множества М больше чем мощность самоподобного множества, 
|M|=>=|A|, где А — самоподобно. (Иначе бы существовал изомор-
физм М на А или на подмножество А, что противоречит тому, что в М 
имеется кроме А бесконечное количество самоподобных объектов). До-
казана теорема (см. [92]). 

Теорема 23 (о мощности М) . Мощность множества М больше, 
чем мощность самоподобного объекта. □ 

Таким образом, мощность множества М является максимальной, 
однако М — не упорядочено отношением принадлежности. 

Вопрос о том, имеются ли определённые мощности, промежуточ-
ные между мощностью самоподобного множества и мощностью множе-
ства всех множеств, является неразрешимым ввиду невозможности 
структурирования объектов, промежуточных между этими множества-
ми в виде некоторых последователей. 
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Главa 9. Теорема о неподвижной точке  
Описан аналог теоремы Какутани о неподвижной точке [16]. В 

теории множеств с самопринадлежностью эта теорема в интерпретации 
позволяет формализовать принцип самоприменимости (неотчуждаемо-
сти) экономической деятельности, созерцательно качественно описан-
ный ранее [57]. 

О самоприменимости (конструктивных целей) экономической 
деятельности писали ранее исходя из тех соображений, что несамопри-
менимая (отчуждённая) деятельность большей частью деструктивна 
(как то: производители табака сами не курят и детям своим не позволя-
ют, разве что пересыпают им вещи от моли…); ниже описана некоторая 
простая формализация этого принципа, достаточно хорошо совпадаю-
щая с действительностью (см. [90], [94]). 
  
§38. Формулировка теоремы 

Предварительные сведения. Рассматривается теория множеств с 
самопринадлежностью, непротиворечивая, полная, но не аксиоматизи-
руемая. 

Рассмотрим отображение  
f : X  Exp(X),         (24) 
где Exp(X) — множество всех подмножеств множества Х. 
Неподвижная точка x0 отображения f понимается в обычном смысле: 
f(x0) = x0 

61. 
Теорема 24 (о неподвижных точках). Неподвижными точками 

многозначного отображения множества всех множеств в множество 
всех его подмножеств, g : M  Exp(M), являются: 

а) единичные объекты [x] = g([x]) = x (Exp([x]) = [x]); 
б) самопринадлежащие множества, такие что AA, A = g(A) 62; 

                                                
61 Строгость неподвижности может быть ослаблена, x1 слабо-неподвижная точка 
отображения f если  x1 структурно-изоморфно подмножеству из f(x1) (определение 
структурного изоморфизма см. выше), экономические интерпретации в этом случае 
далее по тексту аналогичны, в (2) равенство В = Exp(B) заменяется на структурный 
изоморфизм, т. е. неподвижная точка x1 такова, что x1  x1 и как один и тот же объ-
ект x1   f(x1), x1 является частью его образа и одновременно, как тот же объект, 
ему принадлежит (что выполняется только для самопринадлежащих множеств  
C  C, C   Exp(C) ).   

Определение.  Два объекта структурно изоморфны, если они изоморфны и 
совпадают по структуре, т. е. А  В если А  В и если для любых а1, a2  A,  

b1, b2  B,  (а1  a2)  (b1  b2). 
Пример. Объекты А = {[а], А} и 2 = {1, 2} — структурно изоморфны, объек-

ты А и С = {[c1], [c2]} — изоморфны, но не структурно (А  С),  A   [a]. 
62 В общем случае может быть и A ≠ Exp(A), например, С = {a, b, С}, [{a, b}]  C, 

см. след. стр.  
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в) в том числе само множество М (т. к. МM и Exp(M) = M); 
г) пустое множество,  = g() =  (Exp() = ), 

обобщая а)…г), неподвижные точки — все самопринадлежащие объек-
ты со свойством X = Exp(X). 

Доказательство. Очевидно, следует из свойств множеств  63. □ 
Эта теорема даёт абстрактное математическое выражение созер-

цательно усматриваемому прежде неё принципу самоприменимости це-
лей экономической деятельности (в широком смысле — неотчуждаемо-
сти), который кратко описывается так: конструктивная (сохраняющая 
воспроизводство системы ценностей) деятельность является и самопри-
менимой (несамоприменимость связана с деструкцией…). 
 
§39. Интерпретация теоремы 

Рассмотрим (созерцательно) экономическую систему, в которой 
производится некоторый набор товаров (в общем случае и услуг), в оп-
ределённой системе управления (законов и т. п., которые в данном слу-
чае вне внимания, рассматривается собственно экономическая область), 
тогда циклы производства и обмена описываются общей схемой (по-
скольку любой набор товаров (и услуг) есть некоторый товар (услуга), 
то весь набор товаров и услуг B таков, что B = Exp(B) ): 

B 
ft1   B = Exp(B) 

ft2   B = Exp(B) 
ft3   и т. д. ,   (25) 

в общем случае в стационарном состоянии fti = ftj , i, j  I (рекомбина-
ция товаров и услуг в процессе производства). 

Тогда неподвижные точки этого отображения суть экономические 
субъекты: 

а) отдельные товары (и услуги), (модель — единичные объекты), 
б) некие комплексы товаров (и услуг), производимые предпри-

ятиями и аналогичными по масштабу экономическими субъектами,  
(модель — самопринадлежащие объекты промежуточные между еди-
ничными и самим М, неединичные и неравные М)64; 

в) вся государственная экономика в целом (модель — М); 
г) пребывание в созерцательном покое, вне обмена товарами (и 

                                                                                                                                             
[{a, b}]  Exp(C). 
63 Эта теорема является аналогом теоремы Какутани о неподвижной точке (см.: 
[16, с. 630]), в теории множеств с самопринадлежностью. 
64 Непустота этих объектов в экономическом смысле очевидна, в математическом 
следует из существования множеств, промежуточных между единичными объекта-
ми и M и отличных от натурального ряда, обладающих требуемым теоремой свой-
ством. 
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услугами) (модель — ) 65. 
Самопринадлежность истолковываема как самоприменимость по 

отношению к работникам (семьям трудящихся) этих товаров (и услуг), 
которые они производят.  

То есть несамопринадлежащие объекты (несамоприменимые) не 
являются неподвижными точками, т. е. не являются подлинными эко-
номическими единицами, о чём в качественном смысле много было ска-
зано ранее. 

Более того, такая формально-математическая троечастность не-
подвижных точек совпадает с действительной структурой экономики: 

а) домашние хозяйства, производящие и потребляющие внутри 
себя единичные объекты потребления (как то: кашу на завтрак, высти-
ранную пелёнку или заплатку); 

б) промышленные предприятия и аналогичные по масштабу эко-
номические субъекты; 

в) государство в целом, о чём в связи со структурированием бюд-
жетов трёх этих видов экономических субъектов писалось ранее 66. 

Вне семантики самопринадлежности рекомбинация товаров и ус-
луг (отображение множеств (25)) не может быть описана по теореме 
Кантора о мощности множества всех подмножеств несамопринадлежа-
щего множества, которая в этом случае превышает мощность самого 
несамопринадлежащего множества. 
Заключение 

Таким образом, описанный аналог теоремы Какутани о непод-
вижной точке и его интерпретация дают формальное выражение осно-
вополагающему созерцательному принципу самоприменимости для вы-
деления подлинных (конструктивно действующих) экономических 
субъектов. Хотя выяснить конкретную структуру самопринадлежащих 
множеств, являющихся неподвижными точками, соответствующими 
определённым комплексам товаров, вряд ли возможно (имеет неболь-
шой прикладной смысл), более значимо и имеет дальнейшее практиче-
ское приложение именно наличие формального подтверждения принци-
па самоприменимости. К тому же экономические субъекты гораздо 
сложнее теории множеств, содержат самого человека (субъекта), поэто-
му обладают свойством открытости, в отличие от множеств, субъекта не 
                                                
65 Примечательно, что этот частный случай вписывается в этой теории в общую 
схему. 
66 Описание оборота общественно необходимого времени и нормирования доли 
(свободно распределяемой) прибыли (эквивалента меры стоимости) в этих эконо-
мических субъектах дано посредством основного логистического уравнения  
x = 1 – xx [57; 60; 61], выводимого из положений теории информации. 
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содержащих, замкнутых в M. Поэтому применение формальных мето-
дов в описании систем с субъектом весьма ограниченно (кстати, даже 
если множества, являющиеся неподвижными точками, были описаны, 
то было бы методологически некорректным заключать от их структуры 
к структуре экономических субъектов, содержащих человека).  
 
Дополнение 

Описанная интерпретация теоремы о неподвижной точке является 
ярчайшим примером ограничения применимости математических мето-
дов к описанию систем, содержащих неотъемлемо и самого человека. 
Так, на 4-м уровне сложности математических понятий (функциональ-
но-интегрально-дифференциальных представлениях) невыразима сво-
бода воли человека, неопределимая некоторой функцией. На 5-м уровне 
сложности (алгоритмические представления) математические понятия 
не отражают возрастной изменчивости представлений субъекта (ком-
плексов знаний-умений-навыков). На 6-м же уровне даже непредика-
тивные конструкции не в состоянии полностью соответствовать реаль-
ным процессам обмена в экономике, поскольку не отражают наличия 
субъекта как носителя определённой системы ценностей, которому под-
чинён этот обмен. Таким образом, математические понятия и структуры 
применимы лишь для упорядочения внешних по отношению к созна-
нию составляющих бытия — материальных потребностей, затрат вре-
мени и т. п. 

Так что математический аппарат, пригодный для описания моде-
лей и упорядочения процессов неживой природы в технике и техноло-
гиях или для упорядочения информационных процессов в электронных 
информационных системах, весьма ограниченно (и то более лишь для 
измерения параметров системы) применим для описания системы, 
включающей как неотъемлемую часть и самого человека с его созна-
тельной и свободной деятельностью. 
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Глава 10. Внематематические приложения результатов 
Выше были рассмотрены приложения основных результатов тео-

рии множеств с самопринадлежностью в собственно математической 
или экономико-математической области. Кроме этих приложений име-
ются и другие, относящиеся к областям иным, нежели собственно мате-
матическая теория. 
 
§40. Приложение теоремы о размерности в теории управления 

При интерпретации теоремы о размерности рассмотрены особен-
ности управления качеством физико-химического технологического 
процесса. Описан общий подход к управлению качеством химико-
технологических процессов путём представления их параметров в 
трёхмерном пространстве состояний. 

Установлено, что при наличии одного главного параметра каче-
ства процесса и одного главного параметра управления пространство 
состояний химико-технологического процесса трёхмерно. Это условие 
является как необходимым, так и достаточным для преставления со-
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стояния химико-технологического процесса.  
Пространство состояний (трёхмерное по вышедоказанным теоре-

мам) соответствует трёхмерности параметров процесса: 1) мера качест-
ва процесса; 2) параметр управления; 3) экономический параметр. 
(Пример полной оптимизационной диаграммы в пространстве состояний, 
см. на рис. 11). 

Решение задачи управления при фундаментальной обоснованно-
сти трёхмерности пространства состояний системы: 1) параметр качест-
ва продукта (подпространство Х); 2) параметр управления (подпро-
странство Y); 3) экономический параметр (подпространство Z) — сво-
дится при приложении результатов теории измеримости [115] 
  (Х→f Y)→g Z , отображение g измеримо, если измеримо f, к построению 
оптимизационной статистической диаграммы в трёхмерном простран-
стве состояний (см. рис. 11, на примере процесса отгонки), вычислению 
норм подпространств Х, Y, Z,— ║∙║Х, ║∙║Y, ║∙║Z, перенормировке на-
блюдений соответственно вычисленных норм, а затем определению по 
статистической обработке данных оптимума — неподвижной точки 
оператора управления.  

Отображение f — это отображение подпространства параметра ка-
чества X в подпространство параметра управления Y, отображение g — 
это отображение отображения  f  в подпространство экономического па-
раметра. Оптимум управления находится как управление при получении 
продукта, соответствующего норме качества с заданной вероятностью 
при минимальных издержках. В этом заключается основное содержание 
метода пространства состояний управления качеством химико-
технологических процессов.  

Метод пространства состояний управления качеством химико-
технологических процессов является устойчивым вследствие свойств 
устойчивости применяемых статистических методов и применим к про-
цессам, допускающим выделение одного определяющего параметра ка-
чества и одного определяющего параметра управления. 

Результаты приложения теоремы о размерности к построению ин-
формационных систем управления технологическими процессами описаны 
в [40; 45; 59; 126; 62–66; 68; 70; 118–120].  

Вертикальная 6-уровневая структура информационных систем 
управления [52; 67] связана с гносеологическими основаниями, указан-
ными в главе 1. 
 
§41. Экономические приложения 

Некоторые экономические приложения (теорема о неподвижных 
точках) описаны в предыдущих параграфах. Теорема 7 об ограничении 
размерности имеет также и экономическую интерпретацию, позволяю-
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щую описать трёхмерие системы 
потребностей и соответственно 
трёхмерную структуру бюджетов 
экономических субъектов (госу-
дарства, предприятий, домашних 
хозяйств). Подробно это описано 
отдельно [60], здесь же указыва-
ется основная идея приложения 
этой теоремы.  

Поскольку сферы потреб-
ностей (см. рис 12) — i) необхо-
димость, ii) обязательства, iii) 
свободы — качественно различ-
ны и несводимы друг к другу, то 
одномерная характеристика не 
может являться индикатором ка-
чества их удовлетворения, тре-
буются учёт пропорциональности потребления и соответствия нижней 
границы потребления норме (физиологической границе для питания).  
 
§42. Ограничения биологических моделей 

В полигенной модели соответствия фенотипических признаков 
генотипу [37] используется предикативный подход, аналогичный пре-
дикативному выводу в формальных системах. (Ограничения предика-
тивного подхода были указаны ранее для некоторых классов моделей 
[119]. В рассматриваемом случае ограничения аналогичны). То есть да-
же без знания конкретных правил вывода фенотипа из генотипа фено-
типические признаки представляются как некоторые предикативные 
выводы из генотипических аксиом: 

(G1, …, Gn) |= Fi,           (26) 
причём Fi  (G1, …, Gn) =  (условие предикативности), где Gj — 
фрагменты генома, Fi — фенотипические признаки.  
(Если же предполагать сложную, многоуровневую схему формирования 
признаков, то возможно 

(G1, …, Gn, FK1, …, FKr) |= Fi,      (27) 
(G1, …, Gn, FK1, …, FKr)  Fi = , 

т. е. формирование фенотипических признаков обусловлено наличием 
иных признаков, проявляющихся в той или иной мере зависимо и от 
влияния окружающей среды). 

Тогда на схемы (26) и (27) действуют ограничения теоремы Гёде-
ля о неполноте (см. выше), т. е. в предикативной формальной теории L, 
содержащей правила вывода (26) или (27), имеются утверждения, невы-
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водимые из аксиом (G1, …, Gn). Это означает, что в L имеются утвер-
ждения (фенотипические признаки), не обусловленные генотипом и 
средой (которая также предикативно учитывается). Если привлекать к 
этим рассуждениям негенотипическую наследственность (наследствен-
ность через митохоиндральные РНК и т. п.), то ограничения остаются 
точно такими же. Таким образом, вследствие ограничений предикатив-
ного аппарата описания наследственности имеются фенотипические 
признаки, не обусловленные известной материальной наследственно-
стью. 

То есть "центральный постулат генетики <который> гласит, что 
развитие и свойства организма определяются дискретным фактором на-
следственности — геномом" [43], подлежит в свете вышеозначенных 
ограничений уточнению, в том плане, что существует некоторая мера 
этой определённости, меньшая единицы, ввиду, как следует из теорем 
Гёделя, наличия признаков, не определяемых геномом67.  

                                                
67 Религиозному мировоззрению эти выводы лишний раз указали бы на наличие 
Творца, продолжающего и сейчас творить мир и всё живое и человека, поддерживая 
жизнь (как сказал поэт, "Творца, творящего творенье,— оно им живо и сейчас…"); 
но материалистическому мировоззрению эти ограничения лишь указывают на огра-
ниченность научного знания в этой области на современном этапе развития науки. 
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Часть 3. Дополнения 
Глава 11. О представлениях самопринадлежности 

Описаны ограничения представления самопринадлежащих объек-
тов в терминах несамопринадлежности; указано на невозможность пол-
ного вложения теории множеств с самопринадлежностью в теорию без 
самопринадлежности. С рассмотрением кроме отношения принадлеж-
ности и отношения обозначения указано на возможность лексикографи-
ческой записи обозначений самопринадлежащих объектов дублирова-
нием обозначения. Показано, что отношение обозначения использует 
семантику самопринадлежности. 
§43. Ограничения в терминах несамопринадлежности 

Очевидно, что полное "вложение" теории множеств с самопри-
надлежностью (ТМ) в теорию множеств без самопринадлежности (ТН) 
невозможно. Это следует из того, что множество всех множеств М, 
ММ, Exp(M)=M невозможно описать в терминах несамопринадлежно-
сти хотя бы потому, что теорема Кантора, действенная только для неса-
мопринадлежащих множеств, х, хх |Exp(x)|>|x|, не позволяет вложить 
в теорию без самопринадлежности множество всех множеств с его спе-
цифичными свойствами |Exp(M)|=|M|. Обратное вложение теории мно-
жеств без самопринадлежности в теорию множеств с самопринадлежно-
стью имеет место вследствие выделения в М множества, содержащего 
все несамопринадлежащие множества  
А = {[х]М | х или (х = a, aа, а = V(A), где  — число )}; см. (3). 

Кроме того, теорема о непредставимости самопринадлежащего 
объекта в виде объединения двух его непустых непересекающихся объ-
ектов также непредставима в терминах несамопринадлежности. 

Однако при такой невложимости теории с самопринадлежностью 
в целом в теорию без самопринадлежности интересны попытки пред-
ставить если не всё множество М, то, по крайней мере, отдельные ко-
нечные самопринадлежащие множества  в терминах несамопринадлеж-
ности — попытки построить их несамопринадлежащие модели. 
§44.  Попытки обозначения самопринадлежности 

При описании теории множеств с самопринадлежностью уже от-
мечалась разница между объектами и их обозначениями (при описании 
свойств пустого множества). Полная иерархия обозначений такова: 

i) отношения чаcти и целого (отношения принадлежности), 
ii) отношения обозначения (и на его основании — меры), 
iii) отношения потребности (включающие и самого субъекта). 

(Описание отношений потребности вне пределов этой математической 
работы, см. чуть подробнее [94]). 

Итак, рассматривается иерархия отношений обозначения и при-
надлежности — как самопринадлежащий объект (нематериализуемый в 
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виде вещи), обозначается посредством несамопринадлежащих вещест-
венных символов. 

Обозначение самопринадлежащего объекта (мыслимого в созна-
нии сразу едино-многим) посредством символов, находящихся вне соз-
нания, требует удвоения обозначения самопринадлежащего объекта.  
Пример. Объект "двойка", состоящий из "единицы" и самой "двойки", 
мыслимый в воображении как единое целое (едино-многое), требует 
при обозначении дублирования обозначения "двойки" — 2={1, 2}.   

Другой пример — файл, имеющий вид  
"имя_файла"={"имя_файла", "содержимое"}. 
По теореме о транзитивности принадлежности если берётся имя файла, 
то будет браться (ввиду его самопринадлежности) и всё содержимое 
файла. Такие операции с файлами хорошо знакомы. 

Таким образом, с одной стороны, лексикографическая запись обо-
значений самопринадлежащих объектов требует дублирования их обо-
значений 68. С другой стороны, в самом отношении обозначения имеет-
ся самопринадлежность — обозначение обозначает своё содержимое и 
себя само — "знак"={"знак", "обозначаемое содержание"} 69.  

Это проявляется при построении обобщающих понятий, напри-
мер, на 1-м уровне обобщения (соответствующем 1-му психологиче-
скому возрасту) понятие о "вообще стуле" является обобщением вос-
приятий множества конкретных стульев  
"вообще стул"={"вообще стул", "стул 1", "стул 2",…, "стул n"}. 
 Посредством несамопринадлежащих множеств невозможно по-
строить такие обобщающие конструкции понятий, обозначающих и се-
бя, и своё содержимое. Центрирующим эти отношения самопринадлеж-
ности в обозначениях разного уровня обобщённости является высший, 
6-й, уровень отражения действительности в самоосознании (см. рис. 1б). 

Таким образом, самопринадлежащие конструкции непредставимы 
в терминах чистой несамопринадлежности (более того самопринадлеж-
ность нематериальна, она относится ко 2-му онтологичсекому 
уровню70). Однако даже в самом отношении обозначения наличествует 
самопринадлежность вследствие того, что знак обозначает и себя, и своё 
содержимое.  

                                                
68 Это связано с удвоением образа действительности при его отражении в самоосоз-
нании (см. гл. 1). 
69 Наличие самопринадлежности в отношении потребности в экономическом смысле 
в виде самоприменимости экономической деятельности уже рассматривалось выше 
(см. гл. 9). 
70 При трёх онтологических составляющих: 1. материя, 2. время (информация, как 
упорядоченое время, 3 сознание, см. [106, §1], [113]) 
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Глава 12. Об иерархии логических структур 
Для рассмотрения наличной иерархии логических структур пред-

варительно рассмотрена историко-психологическая иерархия логиче-
ских представлений. 

 

§45. Исторические аналогии 
Описание современной иерархии логик сопоставимо в плане са-

моописательности современных логических теорий с историческим ус-
ложнением логических представлений. 
Этапы развития логики 

В истории осознания логических понятий и операций по мере ус-
ложнения структуры научных понятий в истории развития представле-
ний о логических понятиях и операциях выделяют 6 стадий: 

1. Первоначальное формирование понятий о чувственно воспри-
нимаемых образах, возникновение письменности (1 тыс. л. до н. э.) 
[7, т. 19, с. 571–577]. 

2. При обобщении понятий об отдельных предметах и образах — 
возникновение осознанного представления об элементах языка, форми-
рование логики объёмов понятий. (Работы Аристотеля в этом плане 
первоначальны IV в. до н. э. [2]). 

3. Возникновение логики суждений, осознание грамматических 
категорий. Если на предваряющей стадии основополагающим элемен-
том рассуждения было отдельное понятие-слово, то на 3-м этапе анали-
зу подвергается словосочетание или грамматическая категория (склоне-
ние, спряжение) как отношение, связующее отдельные слова или поня-
тия (в логике  высказывание — силлогизм). Первоначальны в этом пла-
не грамматические учения (III в.) неоплатоников [39]. В дальнейшем 
при развитии символизма, символьного обозначения (первоначальное 
обозначение понятия буквой — у Диофанта, 71 II в.) и при возникнове-
нии формального понятия о подстановке понятий на место переменных 
в логическом выражении возникает схоластическая логика — сил-
логистика, абстрактно оперирующая с понятиями (до XV в.): "Большое 
занимает место в школе Пселла (IX в.) изучение подстановки одних ло-
гических терминов на место других терминов, которая, по-видимому, 
вряд ли была возможна без ясного различия логических постоянных и 
логических переменных…" [38, с. 114]. 

4. Примерно с XVI в. при обобщении формально-логических рас-
суждений и отвлечении от них начинается стадия оперирования абст-
рактно-определимыми понятиями (например, сила, скорость и т. п.) и 
                                                
71 Кстати, впервые давшего отвлечённое определение понятия об уравнении (с неиз-
вестной величиной). 
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начало осознанного применения гипотетических рассуждений (Ф. Бэ-
кон, Г. Галилей, XVI в., до кон. XVIII в.). Абстрактное определение по-
нятия обобщает множество силлогизмов, включающихся в определение 
термина. Возникает представление о модальной логике (Гегель, см. ни-
же). 

5. Осознанное определение понятия об алгоритме возникает в 1-й 
пол. XIX в.72, отличающееся от гипотетического мышления предыдущей 
стадии (не осознающего конечной цели построения гипотез и открытия 
законов), осознающего конечную цель логического построения, взаимо-
связь множества отдельных законов, гипотез. С появлением понятия об 
алгоритме связано появление отвлечённого понятия о формальной (ак-
сиоматической) системе, теории.  

6. При обобщении множества теорий практика применения теоре-
тического знания, осознание взаимосвязи физических, биологических и 
социальных процессов, требующие анализа ценности и значимости ко-
нечных целей (отчасти процессы глобализации и экологизации; с той же 
стадии окончательно оформляется вероятностное мышление — середи-
на XX в.), эта стадия развития логики научного знания длится и в на-
стоящее время. 

 

Структура прослеженных этапов такова, что на каждой новой ис-
торической стадии наблюдается обобщение некоторого множества эле-
ментов предваряющей стадии, отвлечение от них и появление новой 
структуры, исторического новообразования. Возрастное развитие логи-
ческих представлений содержит те же этапы, что и историческое (см.: 
[51]), наличие этих этапов обусловлено иерархией уровней обобщения, 
связанных с уровнями самоосознания и с уровнями отражения действи-
тельности в сознании (см. рис. 1б).  
Иерархия суждений по Гегелю 

По сравнению с описанной шестиуровневой иерархией логик 
имеются и более ранние описания этой иерархии, содержащие лишь на-
чальную часть уровней. Так, у Гегеля, в "Науке логики" при описании 
суждений наблюдается следующая иерархия: 

1. "Суждение наличного бытия" — это суждение есть "согласие 
бытия и реальности" [10, c. 68], аналогичное упомянутому 1-му уровню 
абстракции (в последовательности отражения) именованию. 

2. "Суждение рефлексии", соответствующее 2-му уровню абст-
ракции в схеме отражения действительности в сознании. "Если нужно 
приводить примеры предикатов суждений рефлексии, то они должны 
быть другого рода, чем для суждений наличного бытия" [10, c. 83]. Ло-
                                                
72 Об определении алгоритма А. Лавлейс говорилось выше. 
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гика этого уровня суждений — логика объёмов понятий, аналогичная 
Аристотелевому описанию логики. 

3. "Суждение необходимости", содержащее в себе многозначность 
("различие ей имманентно" [10, с. 90]) и заключающееся в подстановке 
на место логических переменных их конкретных значений. 

4. "Суждение понятия", содержащее в себе категории модальности 
[10, с. 99]. 

Эта Гегелева иерархия логических суждений совпадает с первыми 
4 историческими этапами развития логики и с первыми 4 уровнями ло-
гических рассуждений в  современной шестиуровневой иерархии ло-
гик73. 

 

§46. Невложимость самопринадлежности в простые логики 
Итак, наличная иерархия уровней логик такова: 

1) именование объектов; 
2) логика объёмов понятий; 
3) многозначная логика; 
4) модальная логика; 
5) алгоритмы, формализуемые лямбда-исчислением; 
6) непредикативные, самопринадлежащие конструкции. 
Причём интересно, что если самопринадлежащие конструкции несво-
димы к лямбда-исчислению, то остальные уровни допускают последо-
вательное сведение к низшему логическому уровню. 

В теории множеств с самопринадлежностью построена адекватная 
модельная область для лямбда-исчисления (см. §22). Обратное не имеет 
места, поскольку лямбда-исчисление оперирует с несамопринадлежа-
щими конструктами [5], непредставимость самопринадлежности в тер-
минах несамопринадлежности рассмотрена ранее (см. гл. 11). 

Сводимость логических конструкций 5-го уровня и менее к низ-
шим такова. (В работе [4] рассмотрено вложение λ-исчисления в мо-
дальную логику). 

Таблица 6. Таблицы для L3. (a или b, a и b, не a) 

или 0 1 2 и 0 1 2 не  
0 0 1 2 0 0 0 0 0 2 
1 1 1 2 1 0 1 1 1 1 
2 2 2 2 

 

2 0 1 2 

 

2 0 

                                                
73 Иерархия логических представлений Аристотеля занимает первые два уровня. 
Причём первый уровень — это именование, а второй — логика объёмов понятий, 
впервые им (Аристотелем) и описанная. 
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Модальная логика вложима в трёхзначную логику. Пусть имеется 
трёхзначная логика L3 с алфавитом (0, 1, 2), заданная таблицами логиче-
ских функций (см. табл. 6)74. Тогда строится соответствие между L3 и 
модальной логикой Lm следующим образом, 0 — 0, 1 — "возможно а", 
2 — "необходимо а". И модальная логика вкладывается тем самым в 
трёхзначную логику L3.  

В свою очередь многозначные логики вложимы в декартово про-
изведение двузначных логик. Так, трёхзначная логика L3 вложима в де-
картово произведение трёх двузначных логик: 

L3(0, 1, 2)  L2(0, 1)  L2(1, 2)  L2(0, 2). 
Двузначная же логика, кроме глобальной её модели посредством 

множества всех множеств, реализуема и на локальных моделях — на 
какой-либо непустой несамопринадлежащей области (см. пример на 
рис. 13). Это логика объёмов понятий (2-го уровня обобщённости), 
впервые описанная Аристотелем. 

Рассуждения логики объемов понятий сводятся к рассуждению об 
именованиях предметов. Пусть А — имя одной совокупности предме-
тов, B — наименование второй совокупности, тогда для выяснения, об-
ладают ли некоторые предметы одновременно свойствами А и B, требу-
ется перебрать совокупности этих предметов, дабы выяснить, что пере-
сечение несамопринадлежащих множеств А и В не пусто (см. рис. 13).  

Формально при кодировании информации в ЭВМ в них выполня-
ются фактически операции нижнего, 1-го, уровня логики. К этим опера-
циям сводятся более сложные — ло-
гика объёмов понятий (сравнение со-
вокупностей), многозначная, а затем и 
модальная логики, а также λ-
исчисление. Реализация же операций 
с собственно самопринадлежащими 
объектами неформализуема в ЭВМ. 
Заключение 

Таким образом, в иерархии ло-
гических структур непредикативные, 
самопринадлежащие конструкции за-
нимают особое место вследствие их 
несводимости к алгоритмическим, предикативным, строго несамопри-
надлежащим представлениям. То есть не вся часть логических рассуж-
                                                
74 Такая логика используется при моделировании сигналов в цифровых схемах 
[19, с. 206–207] L3(0, *, 1), "0" и "1" — это логические 0 и 1, а "*" — состояние не-
определённости между 0 и 1 (фронт изменения электрического сигнала в логиче-
ской электронной схеме). 

А B 

А и В 

Рис. 13. Пример логики объёмов по-
нятий на несамопринадлежащих 

множествах 
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дений может быть формализована внешним по отношению к сознанию 
образом, с чем связаны естественные ограничения искусственного ин-
теллекта. Объективные цели и ценности, носителем и выразителем ко-
торых является сам субъект, носящие непредикативный характер, не-
формализуемы вне его сознания, однако рассуждения о целях и ценно-
стях уже вне математики — над логико-информационным уровнем 
мышления — в созерцательной области. 

Рассмотренная теория множеств с самопринадлежностью допол-
няет уже известные результаты классической теории множеств и иных 
разделов математики. 
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Глава 13. Дальнейшие фундаментальные результаты  

В этой главе приведены дальнейшие фундаментальные результа-
ты теории множеств с самопринадлежностью. 
 
§47. О счётности последователей типа PN(.) 

Обозначим мощность последователя PN() через , тогда 
|P(PN())|=+1, |PN(PN())|=+,PNPN()()|=·. 

Счётность +1 очевидна: сначала считаем простой последователь, 
следующий за PN(), затем простые последователии, входящие в 
PN(). 

Счётность + также легко видеть: считаются пары последовате-
лей Pn() и Pn(PN()), пар счётное число, ввиду счётной бесконечности 
пересчёта общее число + — счётно. 
Рассмотрим счётность ·. Счёт возможен различный: а) по строкам, 
сводя  · к сложению +++… ( раз), ввиду счётности + эта 
сумма равная · — счётна; или б) по диагоналям", пересчёт 1, 2, 12, 13, 
22, 3,  4, 32 и т. д. ввиду счётной бесконечности пересчёта · — счётно. 

  
1 2 3 4 5 6 7 … 
12 22 32 42 … 
13 23 33 …       (28) 

…. 
1n 2n 3n …  

 
Аналогично показывается счётность ·· и т. п. произведений (счёт-
ность ·· на диаграмме изображается в 3-мерном пространстве, как 
счётность · в 2-мерном в (28) ). 

Далее рассматривается , это эквивалентно счётности в -мер-
ной диаграмме вида (28). Пересчёт по диагонали таков. Аналогично пе-
ресчёту, указанному выше для (28), пересчитываются диагонали, для 
пересчёта каждой диагонали требуется  шагов, для пересчёта первых 
двух диагоналей + шагов, затем в сумме по всем диагоналям получа-
ется · шагов, а это счётное число, см. выше.  

Даже если имеются сверхстепени вида =^^^… ( раз, 
^=), то для них рассуждения аналогичны вышеприведённым (то 
же для сверсверхстепеней и т. д.). 75 
  

                                                
75 О сверхстепенях и сверхсверхстепенях и т. п. см. напр. [36]. 
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§48. Мощность множества М и множества Рассела 

В этом параграфе показано, что мощность множества, содержаще-
го все несамопринадлежащие множества (множества Рассела), относи-
тельно мощности множества всех множеств есть бесконечно малая ве-
личина,— т. е. несамопринадлежащих множеств бесконечно мало по 
сравнению с самопринадлежащими множествами. 

Основные свойства множеств с самоприрадлежностью  описаны 
ранее в монографии [93], см также часть 1. Множество, содержащее все 
несамопринадлежащие множества (множество Рассела), было описано в 
работе [46]. То, что мощность множества всех множеств является мак-
симальной, установлено в работе [77]. Исследуется вопрос о соотноше-
нии мощностей множеств: множества несамопринадлежащих множеств 
А и множества всех множеств М. 

Рассмотрим соотношение мощностей:  
|A| / |M|,         (29) 

где А — множество, содержащее все множества, задаваемое непредика-
тивной схемой свёртывания [46], [93]. 

А = {[х]М | х или ((х = a, aа) либо а = А или а = V(A), где 
 — число ))} 76,        (30) 

где М — множество всех множеств. 
Строится множество А*1, такое, что содержит как все несамопри-

надлежащие объекты множества А, так и все их простые последователи. 
Для всех В, ВВ, [B] A, последователь к В, Р(В)А*1. При этом по 
определению последователя он самопринадлежащ — Р(В) Р(В). Ана-
логично строится А*2, где используются последователи порядка 1 и 2,  
Р(В) и Р2(В) и т. д. до бесконечных и недостижимых последователей 
включительно (все эти последователи — самопринадлежащи, для бес-
конечных РN(.) берётся самопринадлежащий Р(РN(.)) ), строятся мно-
жества А* . 

Отношения мощностей множеств таковы: 
|A| / |А*1|  1/2,  |A| / |А*2|  1/3, … и т. д. 

Тогда отношение мощностей |A| / |А*|, при устремлении  к увеличе-
нию, стремится к бесконечно малой величине : 

|A| / |А*|  .        (31) 
Ввиду максимальности мощности множества всех множеств име-

ет место соотношение  
|А*| < |M|, 

                                                
76   PO(), где РО(.) — недостижимый последователь,  V(A) — внутренность 
степени  от А, V(А) = {[х]М | х или (хA и Aх) },  см. [50]. 
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что с учётом (29) означает, что 
|A| / |А*| > |A| / |M|. 

Следовательно, отношение (29) мажорируемо отношением (31), значит, 
     |A| / |M| = , 
где  — бесконечно малая величина,  < . 

Доказана теорема. 
Теорема 25 (о количестве несамопринадлежащих множеств) . Ко-

личество несамопринадлежащих множеств |А| бесконечно мало по 
сравнению с мощностью множества всех множеств |M|; |A| / |M| = ,— 
бесконечно малая величина. □ 

Таким образом, наивная [3] и аксиоматические [8], [25], [40] тео-
рии множеств, оперирующие только несамопринадлежащими множест-
вами, описывали лишь совокупность множеств бесконечно малую по 
сравнению с самопринадлежащим множеством всех множеств.  

 
§49. Самопринадлежащие множества как неподвижные точки 

В этом параграфе указано, что самопринадлежащие множества 
являются неподвижными точками отображения множества всех мно-
жеств в себя, порождаемого отношением принадлежности (с учётом 
транзитивности принадлежности объектов, принадлежащих самопри-
надлежащему объекту), см. [111]. 

Подробно свойства множеств с самопринадлежностью  описаны 
выше в части 1. Свойства канонического отображения множества всех 
множеств в себя заключаются в следующем. 

Как известно, множество всех множеств обладает, в частности, 
следующими свойствами: 

а) ММ,   б) М = Exp(M),  в) М — единственно. 
Имеется следующая теорема (доказательство на с. 13). 

Теорема 1 (о транзитивности принадлежности). Пусть объекты, 
принадлежащие самопринадлежащему объекту А, принадлежат и тому 
объекту В, которому объект А принадлежит АА, (A), АВ, тогда 
объекты из А принадлежат и объекту В, xA  xВ, т. е. АВ. 

С учётом свойств а) и б) множества М имеется отображение: 
 : М  М, такое, что А, АМ  [А]М ( (А) = [А]) 77. 

                                                
77 Более строго это записывается так:  
: Ехр(М) (=М)  М, такое что АМ [А]М. 
Отображение  — содержит операцию над объектами брать как единое, обозначае-
мую квадратными скобками (см. табл. 1). Отношение принадлежности — это при-
надлежность взятого как единое какому-либо иному объекту. Отображение  есте-
ственно порождается в М отношением принадлежности. 
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С учётом теоремы о транзитивности принадлежности неподвиж-
ными точками отображения  ((Х) = Х) являются самопринадлежащие 
множества: 

(Х) = Х  ХХ. 
Очевидно, что если YY, то (Y) = [Y], где [Y] — единичный объект, 
|[Y]|=1. То есть, в случае несамопринадлежащих множеств (YY), име-
ет место последовательность отображений: 

Y = {a, …, b}   [Y]   [Y] . 
Таким образом, отображение  переводит все несамопринадлежащие 
множества в единичные объекты (самопринадлежащие), которые явля-
ются неподвижными точками отображения . 

Доказана теорема. 
Теорема 26 (о неподвижных точках канонического отображения). 

На множестве М задано каноническое отображение  : М  М,  
такое, что А, АМ  [А]М ( (А) = [А]); неподвижные точки этого 
отображения  — самопринадлежащие множества. □ 

То есть несамопринадлежащие множества не являются неподвиж-
ными точками отображения , порождаемого отношением принадлеж-
ности.78 Таким образом, общее свойство самопринадлежащих множеств 
быть неподвижными точками канонического отображения множества 
всех множеств в себя указано. 

 
§50. Свойства структурного изоморфизма 

В §14 было описано понятие структурного изоморфизма. Струк-
турный изоморфизм обладает свойствами (изложено по [104] 79), связы-
вающими его с теоремой о неподвижных точках. 

                                                
78 Это является основной причиной псевдопарадоксов при рассмотрении только 

несамопринадлежащих объектов теории множеств. Отсутствие в теории множеств с 
самопринадлежностью этих псевдопарадоксов показано ранее в [77]. 

Доказательства некоторых теорем в теории несамопринадлежащих множеств пы-
таются строить неподвижные точки в виде несамопринадлежащих объектов; см. на-
пример доказательство теоремы Кантора в [3], теорем Гёделя [20] [27], теоремы о 
несчётности чисел на прямой [20] и т. п., влекущие при дальнейших формальных 
рассуждениях парадоксы. С другой стороны, на некорректность таких диагональных 
рассуждений указывал А. А. Зенкин [14]. Подробный разбор упомянутых доказа-
тельств — предмет отдельного изложения.  

Таким образом, общая причина псевдопарадоксов в несамопринадлежащей об-
ласти (рассмотрении только несамопринадлежащих объектов), отсутствующих при 
рассмотрении самопринадлежащего множества всех множеств, указана. 
79 Рукопись набросков подробного доказательства описанной теоремы была случай-
но найдена в архиве автора в 2011 г. 
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В этом параграфе описано свойство структурного изоморфизма 
множеств подмножеств структурно-изоморфных множеств, в теории 
множеств с самопринадлежностью,— структурный изоморфизм имеет 
место и для множеств подмножеств исходных структурно-изоморфных 
множеств. Указана прикладная интерпретация этого свойства в лин-
гвистической области. Минимальная модельная область для формаль-
ного языка  с самоссылочностью — всё множество всех множеств. 
Предисловие 

В теории множеств с самопринадлежностью свойства структурно-
го изоморфизма использовались при описании бесконечных самоподоб-
ных множеств. Напоминание определений: 

Определение 9.  Два объекта изоморфны, если существует изомор-
фное отображение одного в другой, т. е. А  В если существует изо-
морфизм φ: А→В,  φ(аi)=bi, где ai  A, bi  B.80 

Определение 6.  Два объекта структурно изоморфны, если они 
изоморфны и совпадают по структуре, т. е. А  В если А  В (изомор-
физм φ: А→В) и если для любых а1, a2  A, b1, b2  B, b1 = φ(а1), b2 = 
φ(а2),— (а1a2)(b1b2). 

Пример. Объекты А = {[а], А} и 2 = {1, 2} — структурно изомор-
фны, объекты А и С = {[c1], [c2]} — изоморфны, но не структурно  
(А  С),  A   [a]. 
Теорема о структурном изоморфизме 

Пусть А и В структурно-изоморфные множества из М, А  В, т. е. 
имеется изоморфизм φ: А→В, т. е. (x1x2)(y1y2), где у1 =φ(х1), 
y2=φ(x2). Для множеств подмножеств А и В, Ехр(А) и Ехр(В) выполня-
ется следующее: 

1. Для единичных объектов. Пусть х1, х2 —единичные объекты из А, 
тогда если х1  х2, то х1  х2, следовательно, т. к. А  В, у1 =φ(х1), 
y2=φ(x2), у1  у2. Для множеств подмножеств Ехр(А) и Ехр(В): т. к. для 
единичного объекта выполняется (см. [1]81) х1=[х1] и [х1]={[х1]}, то под-
множества, состоящие из единичных объектов, совпадают с самими 
единичными объектами, значит для единичных объектов из Ехр(А) и 
Ехр(В) условие структурного изоморфизма 
([{x1}][{x2}])([{y1}][{y2}]), (x1x2)(y1y2) выполнено. 

2. Для несамопринадлежащих подмножеств. Пусть Х3 А, Х3 Х3, то-
гда,  т. к. А  В, имеем Y3= φ(X3)  и Y3Y3. Для множеств подмножеств  
Ехр(А) и Ехр(В): т. к. Х3 А, то [{Х3}]Ехр(А), [{Х3}] — единичный 

                                                
80 Это понимание изоморфизма традиционно для теории множеств, см. [8]. 
81 Скобки означают [.] — брать как единичный объект, {.} — брать как множество. 



 76 

объект, [{Х3}][{Х3}], тоже и для  Y3, [{Y3}][{Y3}]; условие структур-
ного изоморфизма выполнено. 

3. Для самопринадлежащих подмножеств. Пусть Х4 А, Х4Х4, тогда,  
т. к. А  В, Y4=φ(X4)  и Y4Y4. Для множеств подмножеств  Ехр(А) и 
Ехр(В): т. к. для самопринадлежащих множеств Х4=[{Х4}] и Y4=[{Y4}], 
то аналогично тому как для единичных объектов (см. п. 1), условие 
структурного изоморфизма выполнено. 

Все варианты подмножеств множеств А и В описаны вышеозна-
ченными пунктами 1–3; значит и таким образом доказана теорема.  

Теорема 27 (об изоморфизме множеств подмножеств). Если два 
множества структурно изоморфны друг другу, то множества их под-
множеств также структурно изоморфны между собой,  
А  В  Exp(А)  Exp(В). □ 

Изоморфизм множеств А и В (не структурный) не влечёт изомор-
физма множеств подмножеств Ехр(А) и Ехр(В). 

Пример. Для множеств примера 1 множества подмножеств таковы 
Ехр(А)=А, |Ехр(А)|=2, Ехр(С)= {[c1], [c2], [{[c1], [c2]}]}, |Ехр(C)|=3.  
Ехр(А) и Ехр(С) — не изоморфны. 
Обратная теорема об изоморфизме 

Допустимы также и обратные рассуждения. Пусть имеются струк-
турно изоморфные множества С и D, С  D, ψ: С→D и для любых  
с1, с2  A, d1, d2  D, d1 = φ(c1), d2 = φ(c2),— (c1c2)(d1d2); при этом из-
вестно, что С и D являются множествами подмножеств множеств А и В 
соответственно, С=Ехр(А), В=Ехр(D).  

Объекты из С и D исчерпываются следующими вариантами: 
1. Самопринадлежащие объекты, отличные от единичных объектов, 

Х5Х5, Х5С, |Х5|≥2, Х5А, ввиду структурного изоморфизма ψ: С→D, 
Y5= ψ(Х5), Y5D, Y5Y5, Y5В, ввиду того, что АЕхр(А) и ВЕхр(В), 
структурный изоморфизм ψ в отношении этих самопринадлежащих 
множеств (Y5 и Х5) имеет место. Это имеет место для всех самопринад-
лежащих множеств из С, D, А, В, отличных от единичных объектов. 

2. Несамопринадлежащие  подмножества из C и D, не входящие в А и 
В, не относятся к подмножествам из А и В. 

3. Единичные объекты из С, D. 
3.1 Собственно единичные объекты, такие что [[а]]C и [а]А, ана-

логично пункту 1, удовлетворяют условия структурного изоморфизма. 
3.2 Единичные объекты из C, D, образованные несамопринадлежа-

щими подмножествами из А., В. [Z]C, ZA, тогда единичные объекты 
и самопринадлежащие множества, которые образуют Z, принадлежат 
как С, так и А, для них по пп. 1, 2 имеет место структурный изоморфизм 
ψ. Следовательно, А и В изоморфны, а ввиду выполнения условий 
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структурного изоморфизма пп. 1–3,— структурно изоморфны (все вари-
анты объектов из С, D — исчерпаны). Таким образом, доказана теорема. 

Теорема 28 (обратная теореме об структурном изоморфизме). Ес-
ли два множества  C и D структурно изоморфны друг другу, и являются 
множествами подмножеств множеств А и В соответственно, то и мно-
жества А и В также структурно изоморфны между собой,  
С=Exp(А)  Exp(В)=D  А  В. □ 
Приложение в матлингвистике 

Пусть имеются два языка L1 и L2 (формальных), в них имеются 
высказывания F1 и F2 соответственно, структура которых описываема 
множествами (с самопринадлежностью), тогда перевод из языка L1 вы-
сказывания F1 высказыванием F2 из языка L2 адекватен, если имеется 
структурный изоморфизм F1  F2. 

Естественно, что наряду с высказыванием F язык L содержит и все 
возможные его подмножества, т. е. модельная область G для формаль-
ного языка L является множеством, совпадающим с множеством своих 
подмножеств G=Ехр(G). 

Формальные языки (и системы) по модельной области делятся на 
следующие: 

1. Языки с конечной модельной областью, как например лямбда-
исчисление, модельная область которого — конечные натуральные чис-
ла, см. [71], [79], [96]. 

2. Если высказывания языка несамоссылочны (кроме высказываний о 
самом языке), то его модельная область — это множество, содержащее 
все несамопринадлежащие множества, с необрывающимся рядом внут-
ренностей: 

А={[х]М|х или (х=a, aа, а=V(A), где  — число )},— 
ряд внутренностей этого множества аналогичен самоподобному упоря-
доченному объекту.  

3. Поскольку объектов промежуточной мощности между самоподоб-
ными множествами и множеством всех множеств М выделить не удаёт-
ся, то минимальная модельная область для языка с самоссылочно-
стью — это всё множество М. Таким образом, имеет место теорема. 

Теорема 29  (о модельной области языка с самоссылочностью). 
Минимальной модельной областью формального языка с самоссылоч-
ностью является всё множество всех множеств М. □ 
Связь с теоремой о неподвижных точках 

В главе 9 была рассмотрена теорема о неподвижных точках и её 
экономическая интерпретация в виде описания процесса рекомбинации 
товаров и услуг; вышедоказанные теоремы о структурном изоморфизме 
показывают, что при отображении, соответствующем процессу реком-
бинации товаров и услуг, структура множеств (в виду структурного из-
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морфизма множеств подмножеств) сохраняется. 
Заключение 

При описании свойств структурного изоморфизма и прикладной 
интерпретации этих свойств на предметной области формальных языков 
показано, что минимальной модельной областью для языка с самоссы-
лочностью является всё множество всех множеств. 
 
§51. К обоснованию теории меры 

Свойства отношения порядка, построенного посредством теории 
множеств с самопринадлежностью, и свойства десятичных обозначе-
ний, связанных с этим порядком, изложены в [93] (решена 1-я проблема 
Гильберта, см. в [93], см. теоремы 20–23 в этой книге). Для оперирова-
ния десятичными обозначениями, построенными на порядковом множе-
стве, в плане их соответствия объектам внешнего мира, необходимо от-
ношение меры.  

При описании отношения меры имеется образец меры (принимае-
мый за единичный), которому соответствует ранее описанное множест-
во десятичных (в общем случае n-ичных) обозначений. Образец меры не 
содержится в самом отношении порядка, и в множестве десятичных 
обозначений чисел, построенных на этом порядке. Таким образом, этот 
образец меры внешний по отношению к указанному порядку и обозна-
чениям чисел. Образец меры обладает свойством самоизмеримости,— 
соответствует самому себе в процессе измерения. И процесс измерения 
включает удвоение образца меры,— сопоставление образцу меры рав-
ного ему отрезка на прямой. 

Поскольку самопринадлежащие конструкции относятся к онтоло-
гической области информации (упорядоченного времени), то такое опи-
сание теории меры соответствует наличию внутреннего времени субъ-
екта, и внешнего по отношению к субъекту времени. 

При приложении теории меры к экономико-математическому мо-
делированию образцом меры является усреднённое общественно необ-
ходимое время отдельного субъекта (трудозатраты, см. [94]). 

Кратко намеченное выше и в [105] описание теории меры требует 
отдельного подробного изложения. 
 
§52. Свойства конечных множеств 

Описание множеств с самопринадлежностью довольствовалось до 
сих пор качественным описанием свойств множеств. Интерес представ-
ляют и количественные результаты, относящиеся к определению поряд-
ка (мощности) множеств подмножеств конечных множеств. Ниже при-
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ведены результаты82, относящиеся к несамопринадлежащим множест-
вам и множествам с самопринадлежностью, обладающих относительно 
простой структурой. 
Несамоприналежащие множества 

Рассмотрим для начала несамопринадлежащие множества. Пусть 
АА и А — конечно, |A| = n, nN, и для всех a, aA, a — единичный 
объект, |a| = 1. Требуется определить порядок множества всех подмно-
жеств множества А,— |Exp(A)|. 

При перенумерации всех объектов из А, это множество в записи 
представимо так: 

А={a1, a2, a3,… , аn}.                 (32) 
Для каждого подмножества Вj из А, Вj А, и каждого объекта аi из А 
определима характеристическая функция (Bj, аi): 

(Bj, аi) = 


 1; аi  Bj

 0; аi  Bj
 ,              (33) 

которая принимает единичные значения, если объект аi принадлежит 
подмножеству Вj, и нулевые — если не принадлежит. 

Подпишем значения характеристической функции (33) под запи-
сью (32), под соответствующими объектами ai из А,— строка записи со-
ответствует подмножеству Bj и является некоторым двоичным числом. 
В этой записи упорядочим такие двоичные строки-числа, получим за-
пись вида: 

А={a1, a2, a3,… , аn} 
        1   0   0 …    0 — B1 = {a1} 
        0   1   0 …    0 — B2= {a2} 
        1   1   0 …    0 — B3 = {a1, a2}         (34) 
        … 

  1   1   1         1 — Bm= A . 
В записи (34) m строк; строка, состоящая из одних нулей, соответст-
вующая пустому множеству , в эту запись не входит, т. к. по его свой-
ствам, {} = [] =  ("ничто"  множеств не образует). Таким обра-
зом, в записи (34) всего m = 2n – 1 двоичных строк. Доказана теорема. 

Теорема 30. Для любого несамопринадлежащего конечного мно-
жества A, АА, |A| = n, nN, состоящего из единичных объектов, a, 
aA,  |a| = 1, порядок множества его подмножеств Exp(A) равен  
|Exp(A)| = 2n – 1. □  
Самопринадлежащие множества 

Рассмотрим самопринадлежащее множество С, такое, что его 

                                                
82 Результаты получены автором ещё в 1993–1994 гг., но оставались в рукописях. 
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внутренность83 равна множеству из условия теоремы 1, V(C) = A; т. е. С 
есть простой последователь84 от А; перенумеруем все объекты из С, то-
гда запись аналогичная записи (32), такова: 

C = Сk = {a1, a2, a3,… , аk–1, Сk}.              (35) 
То же самое проделаем с характеристической функцией, построенной 
аналогично (33) для объектов из С и подмножеств Dj, Dj C. Запись дво-
ичных слов, аналогичная (34) в первом приближении такова:  
C=Сk={a1, a2, a3,… , аk–1, Сk}                     (36) 

        1   0   0 …    0      0    — D1 = {a1} 
        0   1   0 …    0      0    — D2= {a2} 
        1   1   0 …    0      0    — D3 = {a1, a2} 
       … 

            1   1   1         1      0    — Dr–1= A 
            0   0   0         0      1    — Dr= C 
            1   0   0 …    0      1    — Dr+1 ={a1, C}=C 

 … 
            1   1   1         1      1    — Ds= C,     
где s=2k. 

В этой записи среди подмножеств имеются одинаковые,— это те 
подмножества, которые содержат С, поскольку в этом случае по теоре-
ме о транзитивности отношения принадлежности подмножество С, со-
держащее С, совпадает с С.  

Если быть точными, то, подправляя характеристическую функцию 
в соответствии с теоремой о транзитивности принадлежности, следует 
записать предыдущую таблицу (36) чуть иначе.  

Последние строки, начиная с r-ой, будут одинаковы: 
C=Сk={a1, a2, a3,… , аk–1, Сk}             (37) 

        1   0   0 …    0      0    — D1 = {a1} 
        0   1   0 …    0      0    — D2= {a2} 
        1   1   0 …    0      0    — D3 = {a1, a2} 
       … 

            1   1   1         1      0    — Dr–1= A 
            1   1   1         1      1    — Dr= C 
            1   1   1 …    1      1    — Dr+1 ={a1, C}=C 

 … 
            1   1   1         1      1    — Ds= C . 
Поэтому количество разных подмножеств множества С определяется 
первыми r строками, количество их равно r = 2k–1–1+1 = 2k–1. Доказана 
                                                
83 Внутренность множества X — это множество всех объектов из Х, за исключением 
самого Х, см. подробнее с. 19. 
84 см. там же с. 19. 



 81 

теорема.  
Теорема 31. Для самопринадлежащего конечного множества С, 

такого, что его внутренность V(C)=А несамопринадлежаща, АА, и со-
стоит из единичных объектов, a, aA,  |a| = 1, порядок множества его 
подмножеств Exp(C) равен |Exp(C)| = 2k–1, где k=|C|. □ 

Очевидно, что если F=P(C)=P2(A) (см. условия теорем 30, 31), то 
|Exp(F)| = 2k–2 + 1, где k = |F|. Доказана теорема. 

Теорема 32. Для самопринадлежащего конечного множества F, 
такого, что его s-я внутренность VS(F)=А несамопринадлежаща, АА, и 
состоит из единичных объектов, a, aA,  |a| = 1, порядок множества 
его подмножеств Exp(F) равен |Exp(F)| = 2k–s+s–1, где k=|F|. □ 

Рассуждения о самопринадлежащих множествах более сложной 
структуры, в общем случае, довольно многообразны, ввиду разнообра-
зия структуры конечных самопринадлежащих множеств. При сложно-
сти описания структуры конечных самопринадлежащих множеств в об-
щем виде заключение о порядках множеств их подмножеств представ-
ляется очень громоздким. Однако алгоритм формирования подмножеств 
(с учётом теоремы о транзитивности принадлежности), показанный на 
примерах построения упорядоченного списка подмножеств (34), (37), 
пусть и с повторяющимися строками, относительно более прост. По-
средством этого алгоритма представляется выполнимым калькулятор 
порядков самопринадлежащих множеств.  

Для вычисления порядка множества подмножеств конечного са-
мопринадлежащего множества требуется:  
а) перенумеровать объекты его составляющие, 
б) построить множество двоичных слов, соответствующих теоретиче-
ским подмножествам, 
в) пользуясь теоремой о транзитивности принадлежности, уточнить 
значения характеристической функции (подправить двоичные строки), 
г) вычеркнуть повторяющиеся двоичные строки, 
д) подсчитать количество оставшихся строк. 
Это количество строк и будет порядком множества подмножеств исход-
ного множества.  

Описание реализации этого алгоритма вне рамок этой книги, под-
робное описание программной реализации калькулятора множеств под-
множеств конечных множеств с самопринадлежностью см. в [127], [95] . 

Теорема  о порядке множества подмножеств несамопринадлежа-
щего множества, состоящего из единичных объектов, аналогична по-
добным теоремам из наивной и аксиоматической теорий множеств. 
Теоремы о порядке множества подмножеств определённого вида само-
принадлежащих множеств весьма специфичны. Описанная схема алго-
ритма построения характеристической функции для подмножеств само-
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принадлежащего множества (с учётом теоремы о транзитивности при-
надлежности), очевидно при алгоритмическом описании структуры са-
мопринадлежащего множества, позволяет построить программный 
калькулятор для вычисления порядка множества подмножеств таких 
множеств, обладающих сложной структурой [127], [95]. 

 

§53. Об уточнении свойств пустого множества 
В этом параграфе описаны недостатки определения отношения 

принадлежности в предикативной теории множеств (без самопринад-
лежности множеств) на  примере отношений, связанных с пустым мно-
жеством; указано на описанное ранее преодоление этих недостатков в 
теории множеств с самопринадлежностью, уточнены свойства пустого 
множества (изложено по [80]). 

Свойства множеств с самопринадлежностью описаны достаточно 
подробно выше, в части 1. Легко видеть, что свойства пустого множест-
ва в теории множеств с самопринадлежностью и теории множеств без 
самопринадлежности — отличаются. Рассмотрим это подробнее. 

Свойства  в теории множеств с самопринадлежностью таковы: 
1.  — самопринадлежаще (формально85), очевидно, . 
2.  принадлежит (формально) любому объекту из М (множества всех 
множеств), что выражено в схеме свёртывания: 
А = {[x]M | (x) или "условие, задающее объект А"}. 
3.  — единственно. 
Доказательство86 (формальное). Пусть  ' и   — пустые множества, 
тогда, по свойствам 1 и 2 (т. к. оба множества самопринадлежащи) и 
т. к. ' и ', по теореме о транзитивности принадлежности, име-
ем ' и ', значит  = ', т. е. разные обозначения обозначают 
одно и то же,  — единственно. □ 
4. Множество подмножеств пустого множества также пусто Exp()=. 
Доказательство (формальное).  
Ехр = {[x]M | (x) или x}  . □ 
 Непротиворечивость теории множеств с самопринадлежностью 
доказана, ввиду непредикативности этой теории, средствами самой тео-
рии в обход теорем Гёделя, действующих только на предикативные тео-
рии, см. часть 2. 
 В теории множеств без самопринадлежности (канторовской или 
аксиоматических, ZF и др., непротиворечивость которых, ввиду теорем 
Гёделя, под вопросом) предполагается, что пустое множество несамо-
                                                
85 Содержательно: ничто только из ничто и состоит (в несуществующем только не-
существование, и нет в нём существующего). 
86 Содержательно ясно, что ничто — единственно. 
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принадлежаще, причём содержательных оснований такому мнению о 
его несамопринадлежности на указано. Такое представление о свойст-
вах пустого множества придаёт отношению принадлежности в этих 
предикативных теориях несколько непоследовательный вид. Ниже рас-
суждается в терминах предикативных теорий. 

Пусть U — универсум несамопринадлежащих множеств, тогда  
x, xU, x ,        (38) 

за исключением случая, когда x=, тогда по определению пустого 
множества в предикативной теории  

 .         (38') 
Это выделяет в предикативной теории пустое множество от остальных 
множеств, делая свойство (38) не всеобщим для множеств, но имеющим 
исключения в виде пустого множества (38'). 

Рассмотрим другой случай. Пусть X и Y непустые множества, то-
гда если пересечение их не пусто, то выполняется следующее  

(X и Y)  ((X∩Y)).     (39) 
Предположение о непустоте пересечения X и Y являлось искусствен-
ным, рассмотрим следующий случай. Пусть теперь имеем два множест-
ва A={a, b} и C={d, e}, где a, b, d, e — различные не пустые элементы. 
Тогда (39) перепишется для множеств A и С следующим образом: 
 (A и C)  ((A∩C)) .     (39') 
То есть, по раскрытии правой части импликации, имеется, что  
  .         (40) 
Это соответствует свойству №2 пустого множества в теории множеств с 
самопринадлежностью (см. выше), но этому не соответствуют безосно-
вательно постулируемые свойства пустого множества (в виде его якобы 
несамопринадлежности) в предикативных теориях87. То есть отношение 
принадлежности в предикативных теориях (как только несамопринад-
лежность множеств) определяется некорректно. 
 Таким образом, на примере рассмотрения свойств пустого множе-
ства показано, что определение отношения принадлежности в предика-
тивных теориях (исключающее самопринадлежность) имеет недостатки 
и влечёт противоречия, которые, однако, отсутствуют в теории мно-
жеств с самопринадлежностью.88 Это позволило ещё раз содержательно 
уточнить описанные ранее свойства пустого множества.  
 
                                                
87 Поскольку из (40) следует, что в предикативной теории одновременно  и 
, то эта предикативная теория противоречива. 
88 Указание на противоречивость предикативных систем было высказано Д. С. Ко-
репановой в декабре 2009 г. при сдаче зачёта, с этим указанием и связано основное 
содержание параграфа. 
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§54. Непредикативность определения натуральных чисел 
Непредикативное постулирование существования множества всех 

множеств М, обладающего свойствами М=Exp(M), MM, некоторым 
образом «потенциально» в отношении находящихся в нём множеств. То 
есть с существованием  М структура всех принадлежащих ему мно-
жеств не задана и подлежит отдельному конструктивному выяснению, 
при уже доказанной непротиворечивости теории. Стандартным спосо-
бом выделения из M множеств является схема свёртывания. Натураль-
ные числа задаются как простые последователи к 1 или как к пустому 
множеству   ( 1={1}, 2={1, 2}, 3={1, 2, 3} и т. д.): 

P(А) = {[х]М |([х]) или ([x]А либо P(А)[х])}    
1 = P() = {[х]М |([х]) или ([x]  либо P(1)[х])} 
2 = P(1) = {[х]М |([х]) или ([x]1 либо P(1)[х])} 
3 = P(2) = {[х]М |([х]) или ([x]2 либо P(2)[х])} 
и т. д. 

При этом определение натурального числа (последователя) является не-
предикативным (P(А) имеется в левой и в правой части равенства). 

Пытаться предикативно строить порядковые множества из под-
множеств пустого множества: , Exp()={}, Exp({})={, {}} и 
т. д.,— в данном случае не имеет смысла, поскольку Exp()=.  

Аналогичный непредикативный подход к определению натураль-
ного числа (аксиома существования следующего натурального числа) 
использовался Фреге, его подход является не сводимым к предикатив-
ным конструкциям [122], [123].  

Таким образом, в определении натурального числа используются 
непредикативные конструкции.    
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Рис. 14. Отображение φ задаёт ориен-
тацию 2-мерия 

 

X1 

Y1 

0 

Глава 14. Дальнейшие прикладные результаты  
§55. О свойстве оператора суперпозиции 

В этом параграфе показана связь оператора суперпозиции и тео-
ремы об ограничении размерности. Показано, что оператор суперпози-
ции (X1Y1) Z1 задаёт ориентацию пространств (в том случае, если 
эти пространства одномерны), из чего по теореме об ограничении раз-
мерности ориентированных пространств следует, что возможна супер-
позиция при не более чем трёх связанных оператором суперпозиции 
пространствах. Этот результат распространён и на случай изначальных 
(неориентированных) пространств произвольной размерности  
(XnYk) Zm. В прикладном смысле основной результат является 
обоснованием метода пространства состояний управления качеством 
сложных химико-технологических процессов (изложено по [101]). 
Предисловие 

Свойства оператора суперпозиции 
(Xφ Y)ψ Z          (41) 

неоднократно описывались, см.,  например, работы [116], [115].  
Вопрос: возможно ли продолжение вложения суперпозиций вида 
((Xφ Y)ψ Z)ξ W         (42) 

и т. д.,— подлежит разрешению. В этой статье на основании приложе-
ния теоремы 7 об ограничении размерности ориентированных про-
странств (их не более чем 3-мерности, см. с. 26), показано, что допусти-
мы cуперпозиции только вида (41), а суперпозиции вида (42) и большей 
вложенности — невозможны. 
Суперпозиция одномерных пространств  

Пусть пространства, на которых задан оператор суперпозиции,  
одномерны и имеют общее начало координат. Рассмотрим оператор су-
перпозиции 

((X1
φ Y1)

ψ Z1)
ξ W1 .       (43) 

Тогда отображения φ, ψ, ξ задают ориентации этих пространств (см. 
рис. 14, 15, 17). 

Рассмотрим структуру ориентированного 4-мерия подробнее (см. 
рис. 17, 16). Элементарный 4-мерный объём, или объём, задаваемый на 
базисных векторах, с учётом ориен-

Рис. 15. Отображения φ и ψ  
ориентируют 3-мерие 

φ 

ψ ψ 

X1 

Y1 

Z1 
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тации,— это ориентированный 4-
мерный куб (см. рис. 17). Отображе-
ния задают ориентации граней куба 
и секущих плоскостей.  

Как указывалось ранее (в тео-
реме об ограничении размерности 
ориентированного пространства), 4-
мерная ориентация невозможна вви-
ду того, что между вершинами 0101 
и 1010 имеется противоречивая ори-
ентация (одновременно в два на-

правления). То есть отображение ξ в (43) не имеет места. Из этого сле-
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Рис. 17. Фиктивное 4-мерие 
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Рис. 16. Отображения φ, ψ, ξ  
 ориентируют 4-мерие 
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дует, что суперпозиция (43) для 4-х 
пространств — невозможна. Доказа-
на теорема. 

Теорема 33  (об ограниченно-
сти суперпозиций для одномерных 
пространств). Для одномерных про-
странств Хi, имеющих общее начало 
координат в суперпозиции отображений φi (((X1

φ1X2)
φ2 X3)...)

φn–1Xn   
n ≤ 3. 

Иная формулировка теоремы: 
Теорема 33' (о том же). Для одномерных пространств, имеющих 

общее начало координат, суперпозиция ((X1
φ Y1)

ψ Z1)
ξ W1 невозмож-

на, возможна суперпозиция только для 3-х пространств, например, 
(X1

φ Y1)
ψ Z1 .□ 

Суперпозиция многомерных пространств  
Если пространства, на которых задан оператор суперпозиции, 

многомерны, то рассуждения аналогичны. 
Например, пусть даны два 2-мерных пространства с общим нача-

лом координат X2 и Y2, тогда ориентация их друг относительно друга 
задаётся отображением  : Х2  Y2 как указано на рис. 18 (х1, х2, y1, y2 
— базисные вектора соответствующих пространств). Базисные вектора 
неориентированных пространств X2 и Y2 на рис. 18  можно поменять 
местами — ориентация никак не изменится; ориентация, задаваемая 
отображением φ, действует между пространствами. 

Легко видеть, что если задаётся суперпозиция отображений на 
пространствах произвольной (ненулевой) конечной размерности 

((Xn
φ Yk)

ψ Zm)ξ Wr         (44) 
(где n, k, m, r  N), то элементарный объём, выстроенный на базисных 
векторах этих пространств, будет содержать ориентированное 4-мерие 
(ориентированный 4-мерный куб), аналогично изображённому на рис. 
17, 16.  Поэтому, как при рассуждениях в доказательстве теоремы 33, из 
невозможности ориентированного 4-мерного куба следует невозмож-
ность суперпозиции на 4-х пространствах. Доказана следующая теоре-
ма. 

Теорема 34  (об ограниченности суперпозиций). Для пространств 
Хi (произвольной конечной размерности, отличной от 0), имеющих об-
щее начало координат в суперпозиции отображений φi 

(((X1
φ1X2)

φ2X3)...) 
φn–1Xn  n ≤ 3. 

Иная формулировка теоремы: 
Теорема 34' (о том же). Для пространств Xn, Yk, Zm, Wr, размерно-

Рис. 18. φ задаёт ориентацию между 
2-мерными пространствами X2 и Y2 

: X2  Y2 

х1 
y1 

х2 
y2 

0 
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сти которых конечны и отличны от 0 (n, k, m, r  N), имеющих общее 
начало координат, суперпозиция ((Xn

φ Yk)
ψ Zm)ξ Wr  невозможна, воз-

можна суперпозиция только для 3-х пространств, например, 
(Xn

φ Yk)
ψ Zm .□ 

Приложение результата  
Доказанными теоремами обосновывается метод пространства со-

стояний управления сложными химико-технологическими процессами, 
неоднократно описанный в его приложениях ранее [81], [64], [118], см. 
также монографию [102]. 

При наличии одного главного параметра качества и одного глав-
ного параметра управления задача оптимизации сводится к достижению 
минимума дополнительных издержек на процесс, при заданных вероят-
ностных ограничениях на качество процесса. 

Пространство состояний таково: Х — параметр качества, Y — па-
раметр управления, Z — экономический параметр. На пространствах (в 
стандартном случае одномерных) имеется суперпозиция (Xφ Y)ψ Z , 
найти оптимум (минимум издержек, определяемый отображением ψ) 
возможно только при определённости отображения , для чего приме-
няются стандартные статистические методы. 

Наличие теоремы 34 для многомерных пространств фактически 
обосновывает возможность распараллеливания задач управления (при 
нескольких параметрах качества и соответствующих им параметрах 
управления), при этом для каждой подзадачи пространство состояний 
также 3-мерно, см. пример такого распараллеливания задач в [81], [102]. 

Пример оптимизационной диаграммы метода пространства со-
стояний приведён на рис. 19 (из [64]). 
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при некачеств. 
(возм.  штраф) 
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1 
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энергопотока 
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Рис. 19. Диаграмма про-
цесса сушки [16], 

v0 — норма качества, v1 — фак-
тическое значение (измеряемое 

периодически) 
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Заключение  
Описанные результаты об ограниченности последовательности 

суперпозиций отображений аналогичны результатам, относящимся к 
допустимости вращений в не более чем 3-мерном пространстве, изло-
женным в [97] в следующем параграфе. Это ещё один ограничительный 
результат, следующий из теоремы об ограниченности размерности про-
странств с ориентированными друг относительно друга осями. 

 
§56. О вращении в многомерных пространствах 

В этом параграфе в  терминах вращений в многомерном про-
странстве проинтерпретирована теорема, относящаяся к описанию 
свойств пространств с ориентированными друг относительно друга 
осями. Установлено, что вращения в таких пространствах возможны 
при размерности их не выше трёх. Полученный результат в плане не-
возможности вращения в 4-мерии приложим к пространству Минков-
ского.  

Возможны ли вращения в пространствах размерности более чем 
три до недавнего времени не было установлено89. Почему такие враще-
ния невозможны в действительности требует строгого обоснования. 

Рассмотрим ориентированное двумерно пространство, см. рис. 4, 
22. Если рассмотреть повороты плоскости, которые также являются 
"правыми" или "левыми", то легко заметить, что поворот в плоскости 
аналогичен ориентации, см. рис. 21. Аналогично повороты в многомер-
ном пространстве (неориентирован-
ном) задают определённую ориента-
цию между радиус-вектором бывшим 

                                                
89 Если бы такие вращения были возможны, то, например, некоторое вращение в 4-
мерном пространстве Минковского позволяло бы оказаться в прошлом или в буду-
щем времени описываемой системы. 

"Правая" 
правоориентирован-
ная плоскость 

Элементы "левой", 
 левоориентиро-

ванной плоскости 

 

Рис. 22. Структура 2-мерия  
с ориентацией 

"Структурирующие" 
повороты в 3-мерии 

Минимальная 
структура ориен-

тированного  
3-мерия 

 

Рис. 20. Поворот аналогичен ориента-
ции в 3-мерии, i — повороты относи-

тельно осей, ai — ориентирующие  
вектора 

1 

2 

3 a1 

a2 a3 

"Структурирующий" 
поворот на угол  

Минимальная 
структура ориен-
тированной плос-
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Рис. 21. Поворот подобен ориентации 
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Рис.  23. Фиктивное 4-мерие 
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до поворота и радиус-вектором, получившимся в результате поворота, 
см рис. 20. 

То есть имеется многомерная ориентированная структура, в кото-
рой ориентацию задаёт разложение поворота на элементарные враще-
ния вокруг ортогональных осей, а базисными векторами являются на-
чальный вектор и элементарные его повороты и их комбинации. 
В трёхмерном пространстве это выглядит примерно так, как указано на 
рис. 20. Повороты относительно осей i задают ориентацию, аналогич-
ную ориентирующим векторам ai. Такая структура аналогична ориента-
ции 3-мерного пространства. 

Рассмотрим поворот в 4-мерном пространстве, изобразив сразу 4-
мерную ориентирующую структуру в виде 4-мерного куба с ориенти-



 91 

рующими векторами (см. рис. 23). Ориентации ai в этом случае анало-
гичны поворотам i , задающим ориентацию вращения в 4-мерии. (Вся 
структура 4-мерного куба (параллелепипеда, получающегося при вра-
щении) получена параллельными переносами базисных векторов и па-
раллельными переносами ориентаций). 

Однако известна теорема 7 (см. с. 26), утверждающая, что такая 4-
мерная структура невозможна, ввиду противоречивой ориентации диа-
гонали (1010–0101), выделенной на рис. 23 двойной линией.  

Таким образом, поскольку полученная в 4-мерии ориентация — 
противоречива, то и противоречива ориентация, соответствующая вра-
щению в 4-мерном пространстве, значит это вращение невозможно. Тем 
самым доказана теорема. 

Теорема 35  (о вращении). Вращение возможно не более чем в 3-
мерном пространстве. □ 

Интерпретация описания возможных трёхмерных вращений в 
многомерном пространстве подлежит отдельному рассмотрению.90 

 
§57. Неподвижные точки и алгебра событий 

В этом параграфе описана связь теоремы о неподвижных точках с 
особенностью агебры событий, лежащих в основе вывода основного ло-
гистического уравнения (х = 1– xx); указано, что эта алгебра событий 
определяется одним событием B,— высвобождением общественно не-
обходимого времени, которое обладает свойством BB = ¬B; указанное 
по существу соответствует основной цели экономической деятельно-
сти — высвобождению общественно необходимого времени  [88], [94], 
[89].    

Вывод основного логистического уравнения, описывающего обо-
рот общественно необходимого времени,  

х = 1– xx  ,         (45) 
с его приложениями к анализу инфляционных процессов описан ранее, 
см. [57], [94].  

Решение уравнения (45) с0 соответствует мере высвобождаемого 
общественно необходимого времени. Высвобождению времени соот-
ветствует событие B. Тогда, в вероятностной записи, аналогично тому, 

                                                
90 Приложение этого результата таково. Пространство Минковского, кроме обычно-
го 3-мерного подпространства, имеет ещё и 4-ю ось — мнимозначную ось времени 
[29],— (x, y, z, it). По теореме 1 вращение в 4-мерии невозможно, значит невозмож-
но и вращение в 4-мерии, перемещающее материальный 3-мерный объект во време-
ни. Это означает, что такие вращения невозможны и в пространствах большей раз-
мерности, моделирующих физическую реальность, поскольку пространство Мин-
ковского является их подпространством. 
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как это делалось при описании вывода уравнения (45) [94], запишется 
как  

p(B) = 1 – p(B)p(B) .       (46) 
Допуская, кроме сложения и умножения, возведение вероятностей (и 
событий) в степень (46), перепишется так 

p(B) = 1 – p(BB) .        (47) 
т. е. для возводимых в степень событий  

BB = ¬B ,         (48) 
— возведённое в степень самого себя событие равно противоположному 
событию91  
Обратное неверно, ¬B¬B  B,— легко проверить, что p(¬B)p(¬B)  p(B),  
(1 – с0)(1 – С0)  с0. То есть для выполнения условия (48) событие необхо-
димо должно быть самоприменимым. Высвобождение общественно не-
обходимого времени (событие B) — самоприменимо. А вот его затраты 
(событие ¬B) — несамоприменимо. 
 События B и BB образуют полный набор событий, а этого, как из-
вестно, достаточно для построения σ-алгебры, на которой определяются 
вероятностные меры [31].  

Таким образом, основное логистическое уравнение строится на σ-
алгебре с (единственным определяющим всё множество событий) собы-
тием (В) — высвобождением времени. Эти математические построения 
совпадают с действительностью в том, что высвобождение времени в 
экономической деятельности — первично. Располагая временем люди 
свободно добровольно вступают в экономические отношения, которые 
определяют затраты общественно необходимого времени для его вы-
свобождения92. 

С математической стороны вышесказанное о событиях и их свой-
ствах формализуется в теоремах: 

Теорема 36  (о самоприменимом событии). Самоприменимое со-
бытие B, возведённое в степень самого себя BB, совпадает с противопо-
ложным ему событием BB = ¬B. □ 

Теорема 37 (о возведении вероятности в степень). Вероятность 
возведенного в степень самого себя самоприменимого события p(BB) 
равна возведённой в степень самой себя вероятности этого события  
p(BB) = p(B)p(B). □ 

Следствие. Вероятность возведенного в степень самого себя са-
моприменимого события p(BB) равна вероятности противоположного 
                                                
91 ¬ — знак отрицания. 
92  Это соответствует и действующим правовым нормам современного Конституци-
онного законодательства в России: "1. труд свободен…. 2. принудительный труд за-
прещён" (ст. 37 Конституции РФ) [23, c. 57].  
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события p(B)p(B) = p(¬B). □ 
При требовании строгой формальности определения самоприме-

нимого события, формулировки вышеуказанных теорем и следствия из 
них являются определением самоприменимого события. 

Связь вышеуказанного свойства самоприменимых событий с тео-
ремой о неподвижной точке следующая. В поцессе рекомбинации това-
ров и услуг неподвижные точки — это самопринадлежащие множест-
ва,— самопринадлежность в этом случае означает самоприменимость 
экономической деятельности; а самопрменимость экономической дея-
тельности означает наличие определяющего события — высвобождения 
общественно необходимого времени (подробно экономический смысл 
этих построений описан в [94], [106]).  

 
§58. Предикативность лямбда-исчисления 

В этом параграфе на основании теоремы Нагорного об удвоении 
слов в алфавите показана предикативность лямбда-исчисления, т. е. не-
формализуемость в лямбда-исчислении непредикативных конструкций. 
Этот результат совпадает с аналогичным выводом, полученным в тео-
рии множеств с cамопринадлеженостью. 
Предисловие 

Лямбда-исчисление является основанием для построения семан-
тики языков программирования  (см. [5], [44], [42]). В 60-е гг. XX в. 
"Скотт описал в его <лямбда-исчисления> терминах семантику языков 
программирования" [5, с. 6]. С одной стороны, имеется результат о вло-
жении лямбда-исчисления в модальную логику [4] (и далее — в более 
простые предикативные логики), а также доказательство непротиворе-
чивости лямбда-исчисления [96] С другой стороны, интуитивные пред-
ставления о неформализуемости непредикативных конструкций в лям-
бда-исчислении, изложенные в монографии [93], подлежат более стро-
гому изложению, что и описано далее. 
Иерархия логических структур 

Гносеологические основания 6-уровневой иерархии математиче-
ских представлений (понятий), в т. ч. логических, и их последователь-
ность в истории математики рассмотрены ранее (см. [85]). В работе [93] 
описана иерархия логических структур от 5-го уровня (формальных 
систем и лямбда-исчисления), допускающая вложение структур одного 
уровня (начиная с 5-го) в более низкий уровень. Схема рассуждений та-
кова. 

Как указано в работе [4], лямбда-исчисление вкладывается в мо-
дельную логику. Далее, легко видеть, модальная логика вкладываема в 
некоторую многозначную логику. Многозначная логика вкладывается в 
декартово произведение двузначных логих. Двузначная логика реали-
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зуема на некоторых множествах (несамопринадлежащих), см. например 
диаграммы Венна или рис. 24. 

О невозможности непредикативных конструкций в лямбда-
исчислении из интуитивных соображений (на примерах результатов 
теории множеств с самопринадлежностью) уже сказано в [93]. Однако 
имеются и иные рассуждения относительно этого. 
Предикативность лямбда-исчисления 

Основной принцип лямбда-исчисления заключается в наличии 
лямбда-абстрактора. "Пусть t ( t(x)) — выражение, содержащее, быть 
может, переменную х, тогда x.t(x) — это такая функция f, которая со-
поставляет аргументу а значение t(a). Иными словами, имеет место 
(x.t(x))a = t(a)" [5, с. 18] 93. 

С другой стороны, в теории алгоритмов имеется следующий 
сильный результат [30]:  "Для всякого алфавита А может быть указан 
такой нормальный алгоритм U над А, что невозможен нормальный ал-
горитм в А, эквивалентный U относительно <этого же алфавита> А. 

В  качестве такого алгоритма можно, например, взять удваиваю-
щий алгоритм над алфавитом А, т . е. такой, что нормальный алгоритм 
U над А, что U(P)=PP, где P — слово в А." 

То есть алгоритм удвоения слова в алфавите А обязательно со-
держит буквы вне этого алфавита (по крайней мере одну). 

В лямбда-исчислении такой буквой, находящейся вне удвоения 
является символ "" лямбда-абстракции (эту лямбда-абстракцию задаёт  
человек, используя лямбда-исчисление). Соответственно гносеологиче-
ской схемы отражения действительности в сознании для внешнего по 
отношению к сознанию отображения непредикативных конструкций 
необходимо удваивание образа действительности [93], [72]. То есть 
лямбда-абстракция  не действует на саму себя, не является непредика-
тивной, значит, предикативна. Доказана теорема. 

Теорема 38. Лямбда-исчисление — предикативно. □ 
Это означает, что непредикативные конструкции не реализуемы в 

лямбда-исчислении, а значит, и в использующих его для выражения се-
мантики языках программирования. 
                                                
93 Дедуктивные возможности лямбда-исчисления таковы, что позволяют доказать 
наличие у любого (корректно записанного) лямбда-выражения неподвижной точки. 
"Теорема (о неподвижной точке). F X (FX = Х). 
Доказательство. Пусть W = x.F(xx) и x = WW. Тогда имеем X = WW  (x.F(xx))W 
= F(WW) = FX. □" [5, с. 36]. 
В том случае, если речь идёт о редукции выражений, рассуждения аналогичны: не-
подвижная точка понимается как редукция X   FX, и в доказательстве имеется 
редукция (x.F(xx))W   F(WW) [5].  
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Сопоставление лямбда-исчисле-
ния и непредикативности 

С одной стороны, лямбда-
исчисление допускает модель в 
непредикативной семантике само-
принадлежности [79], [96], [93]; с 
другой стороны, лямбда-исчисле-
ние является предикативным. Та-
ким образом, предикативные кон-
струкции являются частью вообще 
логических конструкций, среди 
которых необходимо есть и непре-
дикативные. Этот содержательный 
результат аналогичен выделению в множестве всех множеств (самопри-
надлежащем, непредикативном) множества, содержащего все 
несамопринаlлежащие множества [93]. 
Заключение 

Таким образом, показано, что ввиду предикативности лямбда-
исчисления и того, что оно реализует семантику языков програм-
мирования, непредикативные конструкции не реализуемы посредством 
языков программирования 94. 
Дополнение: доказательство теоремы Нагорного 

Ниже приведено по [82] описание краткого (в отличие от [30])  
варианта доказательства теоремы Нагорного о том, что для построения 
удвоения слов в некотором алфавите необходим дополнительный по от-
ношению к алфавиту символ95. 

Теорема Нагорного о том, что построения алгоритма удвоения 
слова в некотором алфавите А необходим дополнительный по отноше-
ния к этому алфавиту символ, известна достаточно давно [30]. О при-
ложениях этой теоремы к анализу ограничений информационных сис-
тем писалоcь в [72], [84], [83]. Эти интерпретации указанной теоремы 
весьма важны для понимания специфики приложения информационных 
методов управления к системам, содержащим человека. Опубликован-

                                                
94 Никакие предикативные алгоритмы (формальные системы, юридические законы 
сами по себе в виде писанных кодексов, и т. п.) не способны передать содержание 
непредикативных рассуждений (целей ценностей и т. п., составляющих основу че-
ловеческой жизни и требующих непосредственного присутствия человека). Этот 
очевидный факт имеет теперь и математические выражение. Это своего рода "ан-
тропный принцип" информатики. 
95 Рукопись идеи этого доказательства случайно найдена среди архивных бумаг ав-
тора. 

А B 

А и В 

Рис. 24. Пример логики объёмов по-
нятий на несамопринадлежащих 

множествах 
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ное в [30] доказательство этой теоремы достаточно сложно для изложе-
ния в вузовском курсе. Ниже изложен краткий вариант доказательства 
этой теоремы. 
 Пусть имеется конечный алфавит А, состоящий из символов аi  
(i  N). Попытаемся организовать процесс удвоения слова в этом алфа-
вите. Имеется слово aK1 aK2 aK3 aK4 ….aKn , удваивающая процедура ко-
пирует символ в начале слова и переносит его в конец слова (за конеч-
ный символ слова, на пустое место), получается aK1 aK2 aK3 aK4 ….aKn aK1. 
Но для отличения скопированных символов от ещё неподвергшихся 
процедуре копирования необходим маркер, стоящий между двумя эти-
ми множествами символов, а также маркер конца исходного слова. Этот 
маркер может быть одной и той же буквой96, тогда процесс удвоения 
слова выглядит так (маркер — символ «*»): 
 

* aK1 aK2 aK3 aK4 ….aKn   * 
aK1 * aK2 aK3 aK4 ….aKn   * aK1 
aK1 aK2 * aK3 aK4 ….aKn   * aK1 aK2 

…. 
aK1 aK2 aK3 aK4 ….aKn   * * aK1 aK2 aK3 aK4 ….aKn  . 

 
Останов процедуры по достижении одним маркером другого. 
 Если этот маркер принадлежит алфавиту А, «*» = аi, то отличить 
сам маркер от символов удваиваемого слова невозможно. Поэтому мар-
кер — это внешний по отношению к алфавиту А символ. Доказана тео-
рема. 
 Теорема 39  (о необходимости внешних символов для удвоения 
слов в алфавите). Для построения алгоритма для удвоения слов в неко-
тором конечном алфавите А необходим по крайней мере один внешний 
по отношению к А символ. □ 

Основная прикладная интерпретация этого результата, описанная 
в [72], [84], [83],— невозможность формализации процесса отражения 
действительности (содержащей и самого человека) в сознании человека. 
Процесс отражения действительности, требующий полного удвоения 
образа действительности, без внешних символов, изображённый на 
рис. 1б,— неалгоритмизуем. 

 

                                                
96 В аналогичных теоремах, предшествующих теореме Нагорного, предполагалось, 
что эти маркеры — разные символы (для удваивания слова требовались два символа 
вне исходного алфавита), Нагорный сократил требуемое количество внешних по от-
ношению к исходному алфавиту символов до одного. 
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§59. Непротиворечивость лямбда-исчисления 
 В этом параграфе описано доказательство непротиворечивости 
лямбда-исчисления в семантике самопринадлежности, в доказательстве 
используются результаты теории множеств с самопринадлежностью: 
теорема о непротиворечивости теории множеств с самопринадлежно-
стью и теорема о модельной области лямбда-исчисления в этой теории. 

Ранее было указано на то, что модельная область лямбда-
исчисления строится естественным образом в теории множеств с само-
принадлежностью, с сохранением основного требования к семантике 
этого исчисления, упоминаемого в [5, с. 99]. В модельной области лям-
бда-исчисления, построенной в теории множеств с самопринадлежно-
стью, семантика для -исчисления соcтоит из области D, такой, что её 
пространство функций DD, допускающее и многозначные отображения, 
изоморфно D, DD  D, или Exp(D)  D.  

Теорема 9. В теории множеств с самопринадлежностью модель-
ными областями для -исчисления являются только конечные нату-
ральные числа вида 1={1}, 2={1, 2}, 3={1, 2, 3} и т. д., но не всё множе-
ство натуральных чисел N. 

Доказательство этой теоремы приведено на с. 35.  Доказанный ре-
зультат совпадает с действительностью, языки программирования, ис-
пользующие в своих основаниях лямбда-исчисление, реализуются в 
ЭВМ на конечной области состояний двоичных слов, изоморфной неко-
торому конечному натуральному числу. 

С другой стороны, известные теоремы о непротиворечивости лям-
бда-исчисления (см. [5]), используют гораздо более слабые условия на 
пространство функций, рассматривая весьма бедное его подпространст-
во, в топологии Скотта, использующей бесконечные (а не конечные) 
модельные области [5]. Вложение D × D  D в этой топологии анало-
гично пересчёту рациональных чисел.  

Доказательства непротиворечивости лямбда-исчисления, приве-
дённые в [5] действенны только для этой топологии Скотта, со слабым 
условием вложения пространства функций над множеством в само 
множество, поэтому необходимо переобосновать непротиворечивость 
лямбда-исчисления для богатой топологии, допускающей и многознач-
ные отображения, соответствующей теореме 9. Известна теорема о не-
противоречивости теории множеств с самопринадлежностью. 

Теорема 4. Пусть М — множество всех множеств. Тогда совокуп-
ность высказываний, описывающих существующие в М объекты,— не-
противоречива. 

Доказательство теоремы приведено на с. 14 , схема доказательства 
такова. Если высказыванием L описан объект А, то отрицание этого вы-
сказывания описывало бы дополнение В к объекту А в М, но по теореме 
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о недополнимости это невозможно, следовательно, высказывания об 
объектах из М непротиворечивы.  

Поэтому "слабое" доказательство непротиворечивости лямбда ис-
числения выглядит так. Имеется модельная область лямбда-исчисления 
(по теореме 9), по теореме 4 высказывания, задающие в М (множестве 
всех множеств) множества в этой модельной области — непротиворе-
чивы, поэтому лямбда-исчисление, погружённое в логику высказываний 
о множествах (реализуемое на модельной области) — непротиворечиво, 
теорема доказана. 

Теорема 40  (слабая непротиворечивость лямбда-исчисления). Лям-
бда-исчисление над его модельной областью в теории множеств с само-
принадлежностью —непротиворечиво. □ 

"Сильное" доказательство непротиворечивости лямбда-исчисления 
не использует понятия модельной области (т. е. не зависит от результа-
тов теоремы 9). Рассмотрим множество всех множеств М. Множества в 
нём выделяются схемой свёртывания А = {xM | (x) или L(х)}. Если 
высказывание L дополнить лямбда-абстрактором и внешней, по отно-
шению к свёртыванию переменной, то имеется реализация лямбда-
исчисления в теории множеств 

А(y) = {xM | (x) или Lλ(х, λу.у)}(y),  где yM. 
При этом, по теореме о непротиворечивости, высказывание Lλ(х, y) не 
может задавать одновременно множество A(y) и его дополнение,— та-
ким образом, совокупность высказываний Lλ(х, y) (для произвольных y 
из М) — непротиворечива (по теореме 4). Доказана теорема. 

Теорема 41 (сильная непротиворечивость лямбда-исчисления). 
Лямбда-исчисление, реализуемое на теории множеств с самопринад-
лежностью,— непротиворечиво. □ 

И затем уже к этой теореме применима теорема 9, о модельной об-
ласти, задающая определённую модельную область, соответствующую 
топологии DD  D, или Exp(D)  D,— сужающая реализацию лямбда-
исчисления, указанную в теореме 41, до конечной, соответствующей 
действительности, области. □ 

Таким образом, непротиворечивость лямбда-исчисления, с приме-
нением семантики самопринадлежности, доказана. 

  
§60. Моделирование логических схем 

В этом параграфе на основании известных теорем о непротиворе-
чивости лямбда-исчисления, доказанных в семантике самопринадлеж-
ности, описан способ моделирования логических схем посредством тео-
рии множеств, использующий модель двузначной логики (изложено по 
[107]); из этих теорем о непротиворечивости следует непротиворечи-
вость моделей логических схем. 
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В теории множеств с самопринадлежностью была построена адек-
ватная модельная область для лямбда-исчисления, а также модель логи-
ки высказываний, кроме того, в семантике самопринадлежности были 
доказаны теоремы о непротиворечивости лямбда-исчисления. Эти ре-
зультаты позволяют моделировать посредством теории множеств логи-
ческие схемы с обоснованием того, что эти модели непротиворечивы. 
Ниже описан способ и примеры моделирования логических схем97. 
Обоснование моделирования 

Теорема о непротиворечивости лямбда-исчисления доказана в 
слабой (для модельной области лямбда-исчисления) и сильной (на всём 
М) форме, см. выше. Для моделирования логических схем значима вто-
рая (сильная) форма теоремы: 

Теорема 41 (сильная непротиворечивость). Лямбда-исчисление, 
реализуемое на теории множеств с самопринадлежностью,— непроти-
воречиво.  

Схема доказательства такова, что "сильное" доказательство не-
противоречивости лямбда-исчисления не использует понятия модель-
ной области (т. е. не зависит от результатов теоремы о слабой непроти-
воречивости). Рассматривается множество всех множеств М. Множест-
ва в нём выделяются схемой свёртывания А = {xM | (x) или L(х)}. 
Если высказывание L дополнить лямбда-абстрактором и внешней, по 
отношению к свёртыванию переменной, то имеется реализация лямбда-
исчисления в теории множеств 

А(y) = {xM | (x) или Lλ(х, λу.у)}(y),   где yM. 
При этом, по теореме о непротиворечивости теории множеств, выска-
зывание Lλ(х, y) не может задавать одновременно множество A(y) и его 
дополнение,— таким образом, совокупность высказываний Lλ(х, y) (для 
произвольных y из М) непротиворечива, это и доказывает теорему. □ 

Теорема 41 позволяет рассматривать в качестве выражений L(.) со 
внешней переменной не только произвольные лямбда-выражения, но и 
выражения, относящиеся к логике высказываний, для которой имеются 
модели в теории множеств с самопринадлежностью, см. табл. 4, 5. 

Таким образом, наличие констант  и М, а также отношений импли-
кации  и отрицания (…  ) позволяет строить модели логических 
схем, посредством теории множеств, причём по теореме 41, модели эти 
непротиворечивы. 
 

                                                
97 Первоначальные рукописные наброски этой работы относятся к зиме 1996–97 гг. 
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Построения моделей схем 
Входы логических схем (см. 

рис. 26) обозначаются ai, выход — b. 
Запись модели инвертора такова 

b={xM|(x) или х=(a)}(a),      (49) 
где аi, b принимают значения , М. 
Модель элемента 2ИЛИ:  b={xM|(x) или х=((а1)a2)}(a1, a2).  
Модель элемента 2И:      b={xM|(x) или х=((а1(a2)))}(a1, a2). 
Модель элемента 2И-НЕ:  b={xM|(x) или х=(а1(a2))}(a1, a2). 

Эти логические элементы образуют базис, посредством которого 
строятся остальные более сложные логические схемы [34, с. 12].  

В общем виде модель логического элемента — это схема свёрты-
вания с высказыванием, дополненная внешними переменными 

b={xM|(x) или L(x, у1,… уn)}( у1,… уn).    (50) 
По теореме 41 высказывание L(.) в схеме (50) задаёт некоторый объект, 
но не его дополнение, это означает, что построенные модели логиче-
ских схем — непротиворечивы. 

Таблица 4. Сопоставление эле-
ментов теорий, с. 40 

Элемент 
теории 

Теория 
мно-

жеств 

Исчисление 
высказыва-

ний 
Константа 
"невыпол-
нимость" 

 0 

Константа 
"выполни-

мость" 
М 1 

Имплика-
ция   

Отрицание (…  )  

Таблица 5. Выполнимость, с. 40  

х y x   x  y ((х  ) ) 

  М М  

 M М М  

M    M 

M M  М M 

1 a1 
 
a2 

 
c1 

 
c2 

1 

Рис.25. RS-триггер 

b 

 

 

 
d 

а) 

1 б) 

 в) 

 г) 

Рис. 26. Элементы логических схем: 
 а) инвертор НЕ, б) элемент 2ИЛИ,  
в) элемент 2И,  г) элемент 2И-НЕ 
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Аналогично 
строятся модели бо-
лее сложных схем, 
например модель 
RS-триггера 
(рис. 25), построен-
ного из двух эле-
ментов 2ИЛИ-НЕ. 
Модель RS-триггера 
состоит из двух 
взаимосвязанных 
выражений: 

 



b={xM|(x) или х=(((а1)d))}(a1, d)
d={xM|(x) или х=(((c2)b))}(c2, b)  . 

Более сложные схемы строятся аналогично, набор основных логических 
функций реализуемых  в базисе, указанном в табл. 4, приведён в табл. 7. 
Замечание о модельной области 

В модельной области лямбда-исчисления также строятся непротиво-
речивые модели, но иного вида, реализующие арифметику на подмно-
жестве множества натуральных чисел, например модель сумматора двух 
чисел (b=a1+a2) такова: 

b={xM|(x) или хPa2(a1)}(a1, a2),           (51) 
где a1, a2  N,  Pa2(a1) — простой последователь степени a2, взятый от a1. 

Известна следующая теорема [96]: 
Теорема 40 (слабая непротиворечивость). Лямбда-исчисление над 

его модельной областью (конечные натуральные числа) в теории мно-
жеств с самопринадлежностью — непротиворечиво. □ 

Общий вид схемы свёртывания с высказыванием, дополненной 
внешними переменными, принимающими значения в конечной области 
натурального ряда К, КN, b, у1,… уn  КN, таков: 

b={xM|(x) или L(x, у1,… уn)}( у1,… уn).   (52) 
По теореме 40 высказывание L(.) в схеме (52) задаёт некоторый объект, 
но не его дополнение, это означает, что построенные модели над обла-
стью K натуральных чисел — непротиворечивы. 
Заключение 

Показано, что модели логических схем, строящиеся посредством тео-
рии множеств с самопринадлежностью, являются непротиворечивыми; 
приведены примеры построения базисных логических элементов и RS-
триггера. Способ построения моделей логических схем использует мо-
дель двузначной логики, для которой ранее доказана теорема исключе-
ния третьего [71]. Таким образом, непротиворечивость получаемых мо-

Таблица 7. Логические функции в базисе модели 
Логич. 

функция Выражение в базисе Значения  
переменных 

x x   M M 
y y  M  M 

не x (x) M M   
не у (у) М  М  

x  y (xy) M M  M 
х или у ((х)у)  М М М 

х и у [(х(у))]    М 
х = у ([(ху)((ух))]) М   М 
х  у [(ху)((ух))]  M M  
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делей обоснована посредством результатов теории множеств с само-
принадлежностью. 
 
§61. Моделирование нейросетей 

В этом параграфе описана модель нейрона (нейронной сети) в 
терминах расширенной теории множеств с самопринадлежностью, при 
использовании множеств с переменным коэффициентом принадлежно-
сти, указано на недоказуемость в этом случае непротиворечивости мо-
дели, что отличает нейронные сети от лямбда-исчисления и дискретных 
логических схем. 
Предисловие 

Ограничения алгоритмической реализации нейросетей описыва-
лись ранее [83]. Было указано на свойства неполноты и неразрешимости 
алгоритмической реализации нейронных сетей (следующих из теорем 
Маркова и теорем Гёделя), а также на ограничения в описании сущест-
венных свойств субъекта (непредикативных конструкций отражения 
действительности). Однако основным прикладным свойством алгорит-
мической реализации является наличие непротиворечивости. Поскольку 
непротиворечивость доказана для теории множеств с самопринадлеж-
ностью (см. с. 14), то далее это свойство исследуется для построенной в 
семантике самопринадлежности модели нейросетей. 
Модель нейрона (нейросети) в теории множеств 

Для стандартной теории множеств с самопринадлежностью име-
ется расширение такое, что имеется переменный коэффициент прина-
лежности k для множеств А, отличного от пустого множества  и мно-
жества всх множеств М, k[0,1]:   Аk A — А принадлежит А с коэффи-
циентом самопринадлежности k. (В стандартной теории М и  — само-
принадлежащи, k(M)=k()=1, если же BB то k(B)=0.) Если k(A)=0, то 
AA, если же k(A)=1, то AA в обычном смысле. 

Имеется теорема о транзитивности принадлежности для самопри-
надлежащих множеств. 

Теорема 1 (О транзитивности принадлежности). Объекты, принад-
лежащие самопринадлежащему объек-
ту А, который принадлежит В, принад-
лежат объекту В. АА, АВ  аiA 
аiB. □ 

Тогда нейрон (нейронная сеть) 
моделируется следующим образом, см. 
рис. 27, где стрелки означают принад-
лежность, а объекты ai, A — самопри-
надлежащи с коэффицентом ki, kA соот-Рис. 27. Модель нейрона 

А 

a1 

a2 

… 

an 

1 
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ветственно, причём ki(ai) соответствуют входным сигналам нейрона, а 
kA(A) — выходному сигналу, где коэффициент самопринадлежности для 
A определяется передаточной функцией нейрона  
kA(A)=f(i , ki(ai), i=1,n), i — коэффициент принадлежности ai множест-
ву A, aii

 A ;  i  подбирается при обучении сети (ср. [41, с. 45]. 
Таким образом, модель нейрона (нейронной сети, строимой из та-

ких нейронов) в терминах теории множеств — очевидна. 
Отсутствие доказательства непротиворечивости 

В теории множеств с самопринадлежностью имеется теорема о 
непротиворечивости этой теории. 

Теорема 4 (О непротиворечивости). Пусть М — множество всех 
множеств. Тогда совокупность высказываний, описывающих сущест-
вующие в М объекты,— непротиворечива. □ 

В схеме доказательства теоремы 4 используется тот факт, что если 
множество С принадлежит самопринадлежащему множеству D, то к С в 
D не существует дополнения. 

Далее рассматривается дополнение к множеству, которое имеет 
переменный коэффициент самопринадлежности. Пусть k(A)(0, 1). (Ес-
ли k(A)=0 или k(A)=1, то получается стандартный случай, теорема 2 
действенна). Пусть АB. 

1) Пусть BB. Дано Ak A , пытаемся построить дополнение A к 
А в B: 
A={xM|(x) или ((xB) и (xA))}. Однако если A самопринадлежа-
ще с коэффициентом k (k(A)(0, 1) ), Ak A, то тогда же A и не принад-
лежит самому себе с коэффициентом (1–k), A(1–k) A, откуда А принад-
лежит своему дополнению с коэффициентом (1–k), А(1–k) A,— понятие 
дополнения для множества с коэффициентом самопринадлежности, от-
личным от 0 и 1, не имеет смысла.  

2) Для BB рассуждения аналогичны. 
То есть, ввиду неопределимости понятия дополнения к множест-

ву, при коэффициенте его самопринадлежности, отличном от 0 и 1, тео-
рема о непротиворечивости множества B, соответствующего выходным 
сигналам нейросети, не доказуема в теории множеств с самопринадлеж-
ностью.  

Отсутствие непротиворечивости в указанном смысле отличает 
нейронные сети от лямбда-исчисления [5], непротиворечивость которо-
го доказана в теории множеств, и от непротиворечивости дискретных 
вычислительных схем, см. выше. 
Заключение 

Отсутствие доказательства непротиворечивости для нейронных 
сетей в содержательном смысле следует из вероятностного смысла по-
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строения этих сетей (если переменные входные сигналы, выходные и 
внутренние коэффициенты перенормируемы к промежуткам [0, 1] и при 
этом не являются дискретными значениями 0, 1). Вышеприведённые 
рассуждения лишь иллюстрируют эти содержательные соображения. 
 
§62. Интерпретация теоремы о стягивании циклов  

В этом параграфе описана экономическая интерпретация теоремы 
о стягивании циклов  с самопринадлежностью (изложено по [98]),— са-
мопринадлежность связана с самоприменимостью товаров (услуг, бюд-
жетных сфер) для их же производства,— ввиду наличия таких циклов 
самоприменимости и их стягивания в единые объекты — интегрирова-
ние по путям графов движения товаров (услуг, бюджетных сфер) не 
имеет экономического смысла,— определяющим для управления оста-
ётся целостный анализ экономики,— определение  меры удовлетворён-
ности потребностей (10-частных) и безынфляционное нормирование 
прибыли. 

Ранее при описании процесса рекомбинации  товаров и услуг и 
интерпретации теоремы о неподвижных точках указывалось на то, что 
соответствующее удовлетворению системы потребностей (10-частной) 
производство товаров (услуг, составляющих бюджетных сфер) — само-
применимо. Это интерпретируемо и в более узком смысле. В современ-
ной, развитой, экономике Товар (услуга, бюджетная сфера) самоприме-
ним для собственного производства. Например, производство энергии 
требует затрат энергии (на автоматизированное управление системами 
энергоснабжения и т. п.); производство стали требует стальных конст-
рукций; новые компьютеры проектируются на предыдущих компьюте-
рах; … учителей тоже учат и т. п. 

Отношение экономической самоприменимости соответствует ма-
тематическому отношению самопринадлежности98. Ввиду стадийности 
производства самоприменимость бывает не не посредственной, а опо-
средованной циклом производственных (и иных) стадий,— образуется 
некоторый цикл с самопринадлежностью: 

    (53) 
По теореме о стягивании циклов  товары (услуги, бюджетные сферы) в 
цикле (53) ввиду их самоприменимости (самопринадлежности AiАi) 
                                                
98 Введение меры самопринадлежности множества А = {а, Аμ}, где μ[0, 1] — мера 
самопринадлежности,— не изменяет общности рассуждений в тексте… (более того, 
более общо,— мера μ может быть и больше единицы и вообще произвольной, в ча-
стности комплескснозначной). 

А1  А2  …  An  A1 .            


 

  В 
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стягиваются в один объект А, внешних по отношению к циклу объектов 
(В) это стягивание не касается. Таким образом экономический цикл (53) 
A1→… → An→А1 эквивалентен одному объекту А, то же и для других 
циклов в экономике. 
 По путям движения товаров (услуг, бюджетных сфер),— а они все 
известны,— можно было бы написать интегралы, интегральные функ-
ционалы и т. п., соответствующие связям в экономической системе, и 
соответствующую систему дифференциальных уравнений для описания 
экономики как движения товаров (услуг, бюджетных сфер) по некото-
рым путям обмена; однако, ввиду стягивания циклов (см. выше) и того 
что нормативная экономика самоприменима, эти интегралы и уравнения 
не имеют смысла99. 

Таким образом, определяющей характеристикой экономики явля-
ются не пути движения товаров (услуг, бюджетных сфер), не объёмы 
торговли, а 1. структура экономики (в т. ч. вертикальная 6-уровневая), 
2. высвобождение общественно необходимого времени (с сохранением 
безынфляционности) и 3. конечное потребление в виде меры удовле-
творения 10-ти базовых потребностей, что уже обсуждалось отдельно 
достаточно подробно [94], [106]. 
 
§63. Обоснование вычислимости неподвижной точки 

В данном параграфе на примере задачи управления качеством 
обосновывается вычислимость решения задачи (неподвижной точки) 
см. [112]. В задаче управления качеством химико-технологических про-
цессов нахождение решения выполнимо по методу последовательных 
приближений. Однако как возможен за счетное количество шагов выбор 
некоторого решения из несчетной совокупности точек на прямой? Дан-
ная проблема решается за счёт счётности десятичных обозначений то-
чек. При этом если имеется «конечная» точность, то решение находится 
за конечное число шагов. 

Рассматривается задача нахождения решения управления качест-
вом химико-технологических процессов (см. [102]). При однозначно 
определенных функциях зависимостей экономического параметра Z от 
параметра управления Y (и коррекции технологической нормы качества 
x0 по минимуму дополнительных издержек), нахождение решения вы-
полнимо методом последовательных приближений, т. е. имеется неко-
торый оператор A, обладающий свойством сжатия:   

║Ayn║< ║yn║.         (54) 
                                                
99 Если же в экономике имеется деструктивная (несамоприменимая) часть, то инте-
грально-дифференциальная модель опишет лишь эту деструктивную часть, ничего 
не давая для конструктивного управления экономикой. 
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Однако при рассмотрении последовательности приближений к решению 
в этом случае возникает вопрос: как возможен за счётное количество 
шагов выбор некоторого решения из несчётной совокупности точек на 
прямой? Данная проблема решается следующим образом: количество 
десятичных обозначений чисел, соответствующих прямой, является 
счётным, в отличие от несчётного количества точек на прямой. При 
этом при нахождении решения осуществляется выбор за счётное коли-
чество шагов из счётной совокупности. Счётность количества десятич-
ных обозначений чисел обоснована выше (теорема 21 о счётности деся-
тичных обозначений, с.  54). Схема доказательства теоремы о счётности 
десятичных отображений заключается в следующем: строится 10-дерево 
(см. рис. 10б), соответствующее всевозможным десятичным обозначе-
ниям чисел на интервале [0, 1), и организуется пересчёт по слоям, т. е. 
по номеру цифры, стоящей за запятой; такой пересчёт выполним, сле-
довательно, число десятичных обозначений чисел на указанном интер-
вале является счетным. Поскольку имеется счётное количество интер-
валов длины 1 на прямой, то общее количество десятичных обозначений 
всех чисел, соответствующих прямой, остаётся счётным. (При этом ко-
личество точек на прямой, имеются в виду геометрические точки, а не 
десятичные обозначения, является несчётным100 ).  

При возможности выполнения бесконечного счётного числа опе-
раций нахождения решения путем применения оператора сжатия (54) 
находимо точное решение за счётное число шагов, однако на практике 
вычисления ограничены конечным числом итераций и точность вычис-
лений не является абсолютной. 

При этом очевидно, что при требовании «конечной» точности вы-
числений (лучшей чем 1/k) имеется неравенство ║yn – yn+1 ║< 1/k, где 
k < ∞, и решение задачи управления с требуемой точностью достигается  
за конечное число шагов. Таким образом, обоснована вычислимость 
решения задачи управления. 
 
§64. О непредикативных основаниях права 

Непредикативные конструкции и ограничения, вытекающие из 
теорем Гёделя, соотносимы с основаниями права. В этом параграфе ука-
зано на непредикативные (самоссылочные) основания права. Наличие 
непредикативности в основаниях права показано и посредством логико-
математических результатов, относящихся к основаниям математики. 
Непредикативность наличествует в том, что конструктивная свободная 
деятельность личности является поощряемой конечными результатами 
                                                
100 Отношению порядка точек на прямой соответствуют недостижимые последова-
тели типа PO(.). 
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самой таковой деятельности и служит примером для всех остальных. 
Система же наказаний (предикативная) за неправовые деяния не обес-
печивает сохранения оснований права, но лишь ограждает и охраняет 
область свобод. 

В основаниях свободной (правовой) деятельности личности нали-
чествует непредикативность (самоссылочность). Личность проступает 
свободно, и конечный результат её свободной деятельности является 
поощрением и её самой за это её свободное действие (имеющее и все-
общий смысл, об этом см. далее101). Если бы правильное поведение сле-
довало бы только из наказаний (предикативно), то было бы неясно, кого 
и за что наказывать, что порождало бы неразрешимый конфликт инте-
ресов. 

Имеется логико-математическое описание этой очевидной струк-
турной закономерности. Как известно, система права состоит из 6-ти 
уровней [78]: 
1. Право необходимой обороны личности (и военных действий государ-
ства) для защиты жизни (сопоставимо с древним правом "войны и ми-
ра"). 
2. Уголовное право. 
3. Гражданское право. 
4. Административное право (и его отрасли того же уровня, регулируе-
мые в административном порядке, в т. ч. трудовое право, налоговое 
право и т. п.). 
5. Конституционное право. 
6. Свободы, охраняемые системой права. 

Наличие уровней права связано с тем, что они являются регуляти-
вами для определённых уровней отклоняющегося поведения (уровни  
1–5, см. [75], [78], [73], [74]),— конечная цель этих регулятивов — ох-
ранение области свобод (6-го непредикативного уровня). 

Система наказаний (и вообще кодифицированное право) построе-
на как формальная предикативная система, с основными положениями 
Аi ("аксиомами") и следующими из них выводами (правоприменитель-
ными) — Bk . При этом правоприменительные следствия логически вы-
водимы в предикативной формальной системе: 

                                                
101 Этот общий смысл связан с наличием общей области на 6-м уровне отражения 
действительности,— общей системой ценностей (потребностей), и тем, что высшие 
ценности (потребности): 7. воспитание, 8. образование, 9. наука, 10. управление,— 
заключаются в свободной деятельности в интересах неограниченного круга третьих 
лиц, включающего себя и будущие поколения (см. преамбулу Конституции России: 
"…исходя из ответственности за свою Родину перед нынешними и будущими поко-
лениями…" [23, с. 8.]). 
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(Аi, … , Аj, Bk, …, Bs) |= Bs+1 ,     (55) 
где правая и левая части формулы (55) не пересекаются между собой. 

Для такой формальной системы действенны теоремы Гёделя [93], 
показывающие, в интерпретации в данной предметной области, что из 
самой предикативной системы права: 
а) невозможно показать её непротиворечивость (т. е. разрешить кон-
фликт интересов), 
б) невозможно показать её полноту (т. е. охватить все возможные пра-
вовые и неправовые деяния). 

Таким образом, кодифицированное право, как и алгоритмическая 
система [83], имеет ограничения, и в силу этих ограничений само по се-
бе не может являться основанием для правового, свободного поведения. 

Свободная же, правовая деятельность (как уже сказано выше) — 
непредикативна, самоссылочна, и в формально-логическом обозначении 
такова, что соответствует непредикативной системе с непредикативны-
ми выводами вида: 

(Аi, … , Аj, Bk, …, Bs, Cr) |= Cr  ,     (56) 
где Cr — обозначение свободной деятельности, имеющей основание и в 
себе самой (содержится в правой и левой части формулы (56) ). 

Для непредикативных теорий имеются доказательства непротиво-
речивости средствами самих этих теорий102.  

То есть непротиворечивость правоприменения связана с тем, что 
основанием свободной деятельности является непредикативное (самос-
сылочное) поведение с одной стороны (внутренне по отношению к лич-
ности), а с другой стороны (со стороны социальных обстоятельств) — 
свободная деятельность соответствует высшим потребностям, связан-
ным со свободной деятельностью в интересах неограниченного круга 
третьих лиц (7. воспитание, 8. образование, 9. наука, 10. управление103). 

Таким образом, свободное конструктивное поведение существует 
не из-за наличия наказаний, а из-за того, что оно само является благом 
(по конечному результату) для самой действующей так личности, и 
ввиду всеобщности этой деятельности (в интересах и неограниченного 
круга третьих лиц) она является примером и для остальных, и опять же 
самоссылочно поддерживает правовое (свободное) поведение в общест-
ве104. 

                                                
102 Лямбда-исчисление (логическая конструкция 5-го уровня, реализующая и логи-
ческие конструкции низших уровней (4–1, включая модальную (4), многозначную 
(3) и классическую логику объёмов понятий (2) ) имеет модельную область в непре-
дикативной теории множеств [93], и, как показано в этой теории, непротиворечиво. 
103 В 10-ти частной системе потребностей. 
104 Такое понимание свободы содержательно совпадает и с этимологическим смыс-

см. след. стр.  
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§65. О непредикативности в психологии 

В этом параграфе указываетя необходимость интроспекции при 
познании непредикативных (самоссылочных) структур сознания; с гно-
сеолого-методологической стороны процесса познания, посредством 
интерпретации теорем Гёделя. 

Гносеологические основания психологического знания, ввиду 
общности схемы отражения действительности в сознании (см. рис. 1б) и 
общности иерархии уровней обобщения (абстракции) понятий таковы 
же, как для иных наук; однако описания психологией самого человека 
(ввиду специфики предметной области) имеются особенности, связан-
ные с необходимостью описания непосредственно созерцаемых внут-
ренних структур сознания, которые (ввиду их непредикативности — 
самоссылочности) не могут быть полно выражены во внешних по от-
ношению к сознанию категориях. Таково, например, осознание общей 
системы ценностей на верхнем, 6-м, уровне отражения действительно-
сти [84]. Если предполагать отсутствие общей системы ценностей, по-
требностей в их всеобщем выражении, то тогда понимание субъектами 
друг друга остаётся невозможным, это показано описанной в [84] тео-
ремой о свойствах отражений действительности в сознании, см. рис. 28 
[94] (см. также рис. 1а, 1б). При отсутствии общей области в отражении 
действительности на высшем уровне субъекты являются только «внеш-
ними» по отношению друг к другу, не способными ощутить внутренние 
состояния и переживания другого. При наличии общей области на выс-
шем (шестом) уровне отражения, свойство понимания внутренних со-
стояний другого отчасти распространяется и на низшие уровни отраже-
ния. С учётом того, что процесс отражения действительности в созна-
нии неалгоритмизуем (это показано в [84], при интерпретации теоремы 
Нагорного о свойствах алгоритмов [30]), процесс понимания другого, на 
высшем (непредикативном) и более низших уровнях отражения также 
неалгоритмизуем. Уже одно это теоретическое утверждение содержа-
тельно обосновывает необходимость интроспекции при исследовании 
психологии человека. 

С другой стороны, психология является отчасти эксперименталь-
ной наукой даже при описании внутренних явлений сознания [114], то-
гда основания экспериментирования подлежат уточнению. Очевидно, 
что основанием экспериментального исследования свойств сознания 
(психики), в силу упомянутой теоремы [84], является верхний уровень 
отражения, задающий ценностные установки познания, см. рис. 28. Эта 

                                                                                                                                             
лом слова "свобода" в русском языке [103]. 
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очевидность иллюстрируема ниже в логико-методологических терми-
нах. 

Экспериментальный метод познания логико-методологически со-
ответствует построению предикативной формальной системы (предика-
тивность системы понимается в том смысле, что пересечение сукцеден-
та и антецедента высказывания – пусто). В формальной записи: 

({Ai}i=1,n; {Bj}j=1,m; {Ck}k=1,p ) |= Cp+1,     (57) 
где  Ai – теоретические положения (аксиомы);  
Bj – экспериментальные факты;  
Ck – выводы теории (о связи экспериментальных фактов и теоретиче-
ских положений теории), 
({Ai}i=1,n; {Bj}j=1,m; {Ck}k=1,p ) |= L, LCp+1= (— условие предикативно-
сти), знак "|=" означает логический вывод (в произвольной логической 
системе) . 

Аналогична этой записи и так называемая "рамсеизация" высказы-
ваний, упоминаемая в современной эпистемеологической теории струк-
турного реализма [124]. 

Верификация предикативной теории, содержащей высказывания 
вида (57), выполнима в 3-х планах: 

({Ai}i=1,n, i≠s; {Bj}j=1,m; {Ck}k=1,p ) |= As      (58') 
(–  верификация теоретических положений), 

({Ai}i=1,n; {Bj}j=1,m, j≠r; {Ck}k=1,p ) |= Br      (58'') 
(– верификация опытных фактов), 

({Ai}i=1,n; {Bj}j=1,m; {Ck}k=1,p, k≠q ) |= Cq     (58''') 
(– верификация высказываний о связи опытных фактов и теоретических 
положений). 

Все эти верификации являются предикативными (несамоссылоч-
ными). При верификации теоретических положений теории (58') по не-
которым теоретическим положениям и экспериментальным фактам по-
средством выводов теории проверяются отдельные теоретические по-
ложения (иные, чем те, посредством которых они проверяются). 

При верификации опытных фактов по теоретическим положениям 
и некоторым, иным чем проверяемые, опытным фактам (58''), посредст-
вом выводов теории проверяется наличие некоторых опытных фактов. 

При верификации высказываний о связи опытных фактов и теоре-
тических положений (выводов теории) (58''') посредством теоретиче-
ских положений, экспериментальных фактов и исходного набора выво-
дов теории проверяются иные выводы теории. 

Таким образом выполняется косвенная проверка взаимосвязанных 
элементов теории, с возможной доработкой теоретических положений и 
выводов теории. 
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Рис. 28. Упрощённая схема отражения при 2-х субъектах. 

а) Субъекты не имеют общей области в сознании, б) Общая область в сознании 
(на 6-м уровне) даёт общие области и на нижних уровнях. 

6* — самоописание субъекта в самоописательной части описания мира 
 
Однако предикативные формальные системы имеют ограничения, 

следующие из теорем Гёделя. В предикативной формальной системе 
недоказуема её непротиворечивость и эта система является неполной 
(т. е. в ней имеются положения, невыводимые из начальных положе-
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ний). Эти же ограничения распространимы и на экспериментальный ме-
тод познания в психологии с предикативной верификацией.  

То есть, по теоремам Гёделя предикативная формальная психоло-
гическая теория, оперирующая внешними по отношению к сознанию 
фактами (игнорирующая самоссылочную интроспекцию) является 
а) неполной, б) показать её непротиворечивость, средствами самой тео-
рии, даже с привлечением предикативно верифицируемых опытных 
фактов (58) — невозможно.  

Из этой интерпретации теорем Гёделя ясна ограниченность психо-
логической теории, игнорирующей интроспекцию. 

Если же рассматривать непредикативные структуры сознания, не-
посредственно связанные с "Я" человека, то упомянутый эксперимен-
тальный метод познания в этом случае оказывается неприменим, ввиду 
самоссылочности (непредикативности) таких гносеологических конст-
рукций: 

(A, B,..., "Я") |= (..."Я"),       (59) 
где "Я" относится к непосредственному (самоссылочному) созерцанию 
ценностных и высших (на 6-м уровне) когнитивных категорий, относя-
щихся  к самоописанию субъекта в описании мира. (Говоря философ-
ски, такое непосредственное созерцание, в том числе и самого себя, яв-
ляется отправным этапом постижений истины, за которым следуют этап 
абстрактно-логического мышления,— планирования эксперимента, и 
этап практически выполняемого эксперимента [33]). 

Исследование таких непредикативных конструкций необходимо не 
сводится только к предикативной логике эмпирического исследования 
(также и ввиду различия онтологически обусловленных структурных 
закономерностей познания. Корректность же непредикативного самопо-
знания обусловлена тем, что сознание имеет одинаковую структуру (от-
ражения действительности) и общую непредикативную часть [84], [93]. 

Интроспекция в психологическом познании необходима, во-
первых, из соображений наличия высшего (непредикативного) уровня 
отражения в познании, и, во-вторых, исходя из того, что по теоремам 
Гёделя предикативные методы познания не обеспечивают описания 
высших (самоссылочных) структур. Таким образом, интроспекция —
необходимая составляющая познания непредикативных структур (выс-
ших уровней абстракции) человеческого сознания. 
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Заключение 

Описанная теория множеств с самопринадлежностью построена 
по типу исчисления (а не аксиоматически),— в начале из философских 
созерцательных соображений введения понятия отношения объектов (в 
том числе самопринадлежности), затем строится исчисление объектов, 
выделяющее схемой свёртывания из множества всех множеств некото-
рые объекты, устанавливаются свойства этих объектов и свойства самой 
теории; при этом, как видно из построения множества всех несамопри-
надлежащих множеств, объекты из множества всех множеств обладают 
собственной логикой построения, отличной от внешних предположений 
об их устроении. 

Теория множеств с самопринадлежностью является на сегодняш-
ний день (дек. 2012 г.) единственной теорией, для которой её непроти-
воречивость показана средствами самой теории. 

Приложения результатов теории множеств с самопринадлежно-
стью описаны отдельно, для экономических интерпретаций в [94], для 
обоснования метода управления технологическими процессами — в 
[102], приложения, связанные с областью философии права, упомяну-
тые в [110], требуют отдельного подробного описания. 

Широта приложений связана с тем, что разные части науки и 
практики имеют одинаковые онтологические и гносеологические осно-
вания, связанные с иерархией уровней отражения действительности в 
сознании. 
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Послесловие 
 
 Истоки написания этой книги отчасти связаны с простым детским 
соображением, которым автор задавался в ту пору, когда научился чи-
тать: "содержание в книгах должно указывать на ту страницу, где оно 
само находится". Сделать это оказалось достаточно просто: см. с. 4 105. 

Начало же систематического описания автором множеств с само-
принадлежностью относится к октябрю 1993 г. При работе над филосо-
фией истории математики (имеющей те же гносеологические основа-
ния) было замечено, что теорема Кантора о порядке множества под-
множеств имеет место только для несамопринадлежащих множеств. 
Впоследствии были описаны свойства множеств с самопринадлежно-
стью, теоремы о порядках конечных множеств, доказательство непроти-
воречивости теории (составляющие содержание 2-й главы). 

Результаты, относящиеся к упорядоченным структурам, получены 
в 1997–2003 гг. Теорема об ограниченности размерности доказана в 
2003 г. Тогда же уточнены аналогии между историческими представле-
ниями о числе и бесконечности и структурами теории множеств. 

Приложения теоремы о размерности к обоснованию метода про-
странства состояний управления качеством технологических процессов 
оформились в этот же и последующий период (с 2003 г.). 

Отчасти вышеуказанные результаты опубликованы автором в 
журнальных статьях (см. список литературы). 

Основные недавние результаты, вошедшие в книгу,— это теоре-
мы о порядке множества всех множеств и о его несамоподобии. 

Во втором издании добавлены главы 13, 14 с ещё более поздними 
результатами по теме книги, содержащие описание как фундаменталь-
ных результатов, так и приложений теории. 

 
Отзывы о содержании книги отправлять автору на адрес элек-

тронной почты chechulinvl@mail.ru 

                                                
105 Ссылка содержания на само содержание является неподвижной точкой отобра-
жения индексирования. 
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