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VWoriwort

S
N

@aé Dreied, obgleid) die einfacdhfte unter den geradlinigen Figuren, ift Dod) vor andern
Figuren ausgegeidhnet. durdy feinen Reichthum an merfroirdigen, oft hodf iiberrafdhenden Lebrfdgen,
€3 bilbete daber ftetd einen Befondern Gegenftand der Unterfuchungen fir Matbhematifer, deren Cnt:
dectungen theild in Journalen ober in allgemeinen und umfaffenden mathematifchen Werfen aufbe:
wabrt find, theild in befondern diefer Figur gewidmeten Ubbandlungen. Bor allem find bier zu
nennen die Sdriften von Crelle (Ueber einige Cigenfhaften Des ebenen geradlinigen Dreieds,
Verlin, 1816.), von Feuerbad (Cigenfdhaften einiger merFwitedigen Punkte des gerabdlinigen
DOretedd und mehrever durd) fie beftimmeen Rinien und Figuren, Nitenberg, 1822.), von Fafobi*)
(De triangulorum rectilineorum proprietatibus quibusdam nondum satis cognitis. Lipsiae.
1825.), und anbdere.

An die genannten Sdyriften foll fidy ihrem Jnbalte nadh die folgende Abbandlung anfdlie:
flen, weldye fich die Unterfudhung der befondern Veziehungen jur ufgabe gemadyt bat, in welden
oie um das Dreied, in daffelbe und an daffelbe befdriebenen fiinf Kreife ju einander und ju dem
Oreiecte fteben.,

Der Form nadh unterfdyeidet fich diefelbe aber wefentlidh von ibnen dadurdy, daf, waibrend
die genannten Sdriften den analptifd) - trigonometrifhen Weg ded Weweifes vorogen, das Folgende
durdhaus und fiveng fih an den fonthetifihen Veweisgang halt. 8 follten Dadurd) jwei Swecke er:
reicht werden,  Cimmal glaubte der Werfaffer, es zieme fid) von dem wiffenfhaftlichen Seficdhtspunkte
aus, daB Die veine Geometrie verfude, das, was dem Inbalte nadh ihbr angebdre, aud in der Form

*) Satobi Dat auferdem nod)y durdy feine reidyen Anbdnge su den eingelnen Biichern der von ihm iiberfepten Clemente
ber Geometrie von van Swindben fidh ein weiteres Berdient um die genauere Kenntnif bev Gigenfhaften ded
Orciedsd erworben. .
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fih jum Cigentbume ju madhen, Bweitens fbien dem Verfaffer gerade die folgende Abhandlung
burd) die Bielfeitigleit Der Vegiehungen, in weldhe dag Dreiect tritt, und durd) das gefdloffene Gange,
weldyed die aufgeftellten Rebrfdke darbieten, befonbers geeignet, Solhen, weldhe die CGlemente der
Geometrie Fennen gelernt baben, aud) wenn ed ibnen an der Kenntniff oder Gewandtbeit in der
Bebandlung analptifdher Formeln feblen follte, einen Begriff von der Mannigfaltigleit der Wnwen:
dungen ju geben, welde die Geometrie einjugeben fabig ift.

Ceinem Zwede gemdaf mufte der Verfaffer aud) manden einfachen und langft in der reinen
Geometrie befannten Sap aufnebmen, da er jum Gangen gehorte, und der Veweis mandyed neuen
Gaes fich unmittelbar darvauf griindete. Der Kundige wird folhe Sane leidt von dem Uebrigen
3u unterfheiden wiffen, und, wie der BVerfaffer hofit, mande neue und bisher unbefannte Lebriipe
finden, ebenfo fiir andere Sake, die bisher ftetd analptif-trigonometrifh bewiefen wurben, reingeo:
metrifhe Beweife, und mandmal fir Sake, welhe {hon friber geometrifh bewiefen wurden, ein:
fadyere Veweife an der Stelle von verwidelteren. Der BWerfaffer entfagt jebocdh gerne feinen Un:
fpradhen an Cigentbum fie Aes, was vielleicht da und dort in andern Sdyriften aud {hon ju
finden ift, wenn eé audy gleich ibm nicht beFannt wwmde. €8 liegt in der Natur der Sade, daf
8 ibm nicht moglich war, audy bei dem eifrigfien Befiveben die bicher gebivige Literatur volftdn:
big Fennen gu lernen, oder alles Cingelne, was oft in Sdhriften enthdlten ift, in denen eé Faum ge:
fudt wird, ju fammeln,

Daf der Werfaffer mande neue Benennungen ju {thaffen gendthigt war, bradite der Gegen:
ftand mit fidh. Mogen diefelben Weifall finden! Eingedenk der Schwierigleit, weldye das Wilden einer
ywedmapigen Terminologie hat, wird der Werfaffer fie gerne mit einer paffendern vertaufchen.

Wielleicht findet der Werfaffer bald Gelegenbeit, die WUnwendung der in der folgenden Ab;
handlung entbaltenen Lebrfase auf die Conftruction folther Dreiectsaufgaben nadyguweifen, bei wel:
dhen die Vedingungsfticfe von Den Kreifen hergenommen find, die um, in und an das Dreied be:
fchricben werden Ednnen.

Nagel



Cinlettung

Die vollftindigen Handbither der ebenen Geometrie Deweifen folgende der nadytehenden Ubhandlung
unmittelbar ju Grunde liegende Lehrfdpe:

1) Die drei in den Halbivungdpunkien der drei Seiten eined Dreiecks errichteten Perpendifel {dneiden
fidh in- einem eingigen Punfte. Diefer Punkt ift von allen Winkelfpigen ded Dreied gleidhweit entfernt, und
baber der Mittelpunkt des um das Dreiek befdyricbenen Kreifes, d. b. desjenigen Kreifes, der durd die Win-
Eelipigen Ded Dreieckd gebt. Um jedes Drveieck [aft fid) ein Kreid befdhreiben.

2) Die drei Halbivungslinien der innern Winkel eined Dreiedtd {dyneiden fid) in einem eingigen Punkte.
Diefer Punkt ift von allen Seiten des Dreieds gleicdhweit entfernt, und daber bder Mittelpunft ded in das
Dreied befdyricbenen Kreifes, d. h. desjenigen RKreifes, der die Seiten ded Dreiects bevithrt. Ju jedes Dreieck
1aft fidy ein Kreis befdyreiben.

5) Die drei geraden Linien, von denen die eine einen innern Winkel eined Dreips halbivt, die beiz
den andern die an den jwei itbrigen Winkelfpigen liegenden Yufenwinkel halbiven, {dneiden fid in einem
eingigen Punfte. Diefer Punkt ift vow einer Seite und von den Werldngerungen der beiden andern Seiten
gleidhweit entfernt, und daber devr Mittelpunkt eines an das Dveiet befdyriebenen RKreifed, d. b. eined Kreifes,
der eine Geite ded Dreiects felbft, und die Verlingevungen dev Deiden andern Seiten bevithrt, AUn jedes
Dreied laffen fidy drei RKveife befchreiben.

4) Die drei von den Winfelfpisen eined Dreiedd auf die gegenitberliegenden Seiten ober ihre BVerldn:
gevungen gefdllten Perpendifel, die Hohenperpendifel des Dreiects, {hneiden fidy in einem eingigen Punite.

5) Die drei von den Winkelfpiten eined Dreiedd nad) den Halbirungspunkren der gegenitberliegenben
eiten gegogenen geraden Linien fdneiden fid) in einem eingigen Punkte. Diefer Punkt ift der Schwer:
punkt ded Dreiedsd, und er theilt jede der gemannten Linien fo, daf das zwifden ihm und der Winkelfpite
liegende Stitd einer folden Linie doppelt fo grof ift, ald das zwifden ibm und dem Halbivungspunkte dex
Seite liegenbde.

Den Gegenftasd der folgenden Unterfudung bilden bdie finf Kreife, welde um, i und an dag Dreied
befdhrieben werden Founen. Um in der Darftellung grofere Gleidyformigheit und ebendamit audy leichtere ez
berfidyt bed Gangen ju evveidyen, ift in allen Figuren das Dreiet, auf weldyes fid) die genannten Kreife bes
pieben, mit den Budpftaben ABC begeidhnet (Fig. 1.); ferner follen die Winkel diefes Dreieds mit , 5, ¥
fo begeidnet werden, daf BAC—«, ABC=3, ACB=y ift. Die diefen Winkeln gegenitberliegenden Sei:
ten fepen bejichungdweife a, b, ¢, fo daf BC=a dem Winkel = gegenitber liegt, u. {. . Der Flidenin:
balt ded Dreiedd ABC werde fury = A gefept. '

Der um das Dreied ABC befdhriebene Kreid beift der Winkelfreid des Dreieds, bder in daffelbe
befdyriebene der inneve Berithrungdbreid, bdie drei an daffelbe befdhriebenen Gufere Beribrungsy:
Freife. Der Mittelpunkt des erftern ift ftetd mit M, der ded zweiten mit m, die dvei Mittelpunkte dev leh-
teen Kreife mit m’, m”, m" begeichnet, fo daf m’ der Mittelpunkt ded die Seite a felbft, alfo die Werldn:
gerungen von b und ¢ berithrenden RKreifes ift; ebenfo bevithren die Kreife, deren Mittelpunfte m”, m™ finp,
die Seiten b und c. Jn derfelben Ordnung werden die Halbmefler diefer Kreife mit R, r, v, ¢, r” und
die Durdymeffer mit D, d, &', 47, @™ bejeihnet, fo daf aljo 3. B. R, D Halbmeffer und Durdymeffer des
Winkellreifes, r', 4 Halbmeffer und Durdymeffer desjenigen dufern Berithrungsbreifes begeidnen, deffen
Mittelpunkt m’ ift.
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Die von dem Mittelpunktte ded Winkelfreifes auf die Seiten a, b, ¢ gefillten Perpendilel beifen der
Reibe nady p’, p”, p”, § B. in Fig. 5. it MN=p’, MO=p", MP=p".

Gbenfo werden die auf den Ceiten a, b, ¢ oder ihren Berldngerungen fiehenden Hobenperpendikel der
Reibe nady mit b', b, L™ begeicdhnet, und der gwifchen dem gemeinfhaftlihen Durchfdynittspuntie derfelben
und dev Winkelfpige liegende Tbheil eined {olden Hohenperpendifels beife der obere, der andere Theil der
unteve Ubfdynitt deffelben. Ueberbaupt, wenn eine gevade Linie, die von einer Winkelfpige des Dreied's
nad) der gegenitberliegenden Seite oder ihrer Berlingerung gejogen ift, von einer gweiten gevaden Linie ge:
fdmitten wird, fo foll dag jwifdhen dev Winkelfpite und dem Durdyfchnittspuntte liegende Sttt der erftern Liz
nie der obeve, das pwifden dem Durdfdnittspunfte und dber Seite liegende Stid bderfelben der untere
Ubfdnitt betﬁen.

Bon jedem der drei dufern Vevithrungslreife wird gefagt, er gehdre ju der Dreiecksfeite, welde er
wirklid) berithrt, oder yu dem Winkel, teffen beide Schenkel ex in der BVerldngerung bevithrt. So gehort . B. der
Kreid, deffen Mittelpunkt m’, und defen Halbmeffer und Durdymeffer v’ und &' find, ju der Seite a und ju
dem Winfel «.

Die Bevithrungspunkte des innern Berithrungskreifed heifeninneve Bervithrungdpunkte. Sie find,
ie nadydem fie auf den Seiten a, b, c liegen, der NReibe nady mit D, E, F begeichnet. Die Berithrungss
punfte der dufern Bevithrungsbreife heiffen dufeve BVervithrungspunkbte, und jwar entweder dugere
Bervihrungspunkte dber Seiten oder dufere BVerithrungspunkte der Verldngerungen, je
nacdydem fie auf den Seiten felbft oder auf ihren BVerlingerungen liegen. Sie find ebenfalls, je nachdem fie auf
den Seiten a, b, c und ibren BVerlingerungen liegen, der NReibe nad)y fir den Kreis, deffen Mittelpunkt
m’ ift, mit D', E', ¥, filr den Kreid, deffen Mittelpunft m” ift, mit D", E’, F’, und endlidh) fir den
Kreid, deffen Mittelpuntt m™ ift, mit D™, E”, F" begeidhnet.

Unter Tangenten diefer Kreife find diejenigen Stitde der Seiten oder ihrer Verldngerungen verjtan:
pen, weldpe pwifchen einer Winkelfpige des Dreiects und einem Berithrungspunkte liegen, und zwar find die
innern Jangenten einer Seite diejenigen Stitfe derfelben, welde zwifden ihren CEndpunften und
dem auf ibv liegenden innern Werithrungspunfte liegen, (3 B. BD, CD f{ind die innern Jangenten bder
Geite a), die dufern Yangenten einer Seite diejenigen Stirde derfelben, weldye gwifchen ihren Ende
punften und dem auf ihr liegenden dufern BVerihrungspunite fid) befinden (3. B. BD’, CD’ find die dufern
Fangenten der Seite a); endlidh find die Tangenten der Verldngerungen diejenigen Ctitfe einer
Seite, welde gwifchen den Cndpunften diefer Seite und den dufern Berithrungspunkten ihrer BVerlingevungen
liegen, und gwav Deifit diejenige, welde blos aug der Verlingerung der Seite befteht, die Eleinerve, die:
jenige aber, welde aus der Summe einer Berlingerung und der Seite felbft befteht, die grofeve, (3. B.
BD™, CD” {ind bie Heinern, BD”, CD™ bdie groferen Tangenten dev Verlingerungen der Seite a).

Die gerade Linie, weldhe die Mittelpunkte yroeier Kreife verbindet, heift Centrale diefer Kreife. Die
genannten fiinf Kreife haben zehen verfdhiedene Gentralen, Mm, Mm/, Mm", Mm"/, mm'’, mm", mmW,
m/'m’, mm, m/m,

Die durch die Centralen der vier Pevithrungskreife gebildbeten vier Dreiefe m'm!mM, mm'm!', mm'm™ ,
mmm' Heifen Gentralendreiede, und ywar das erftere dad grofere, die drei feptern die Fleineven.
Gebes Diefer Centralendreiecte gebort ju denjenigen drei BVevithrungslreifen, in deven Mittelpuntten die Win:
Felfpigen deffelben liegen.

Diejenigen Dreiecre, weldye burd) die Verbindung bder drei yu einem BVevithrungsFreife geborigen Berith:
vungspunkee entftehen, heiffen Bervithrungsdrveiede, und ywar heift das ju dem innern Verithrungskreife
geborige, alfo ADEF, a8 inneve Bervithrungsdreiect, die drei ju den dufern Berihrungskreifen ge:
bovigen, alfo die Dreiede DEF/, DIEVFH, DEWFw, Gufeve Beribrungddreiede.

R ——.



CErster Abschnitt.

Don der Grofee der geraden Linien und Winkel, welche von den Berihrungs-
kreisen und dem Winkelkreise abhangen,

. §. 1. .
Die Gentrale, welde den Mittelpunkt eines dufern BevithrungsPreifed mit dem Mittelpunkte ded innern
verbindet, gebt verldngert durd) die Spipe ded yum erfiern Kreife geborigen Winkels.
Beweis. 8 fepen (Fig. 1.) Am’ und Am gejogen, o wird durd) beide bdev Winkel BAC balbirt
(f- Ginleitung MNr. 2. und 3.). Folglidy liegt Am auf Am’, und die drei Punfte A, m, m’ liegen in gerader
Cinie. mm’ gebt daer verlingert durd) A.

§. 2.
Die Centrale, welde die Mittelpunkte jweier duferer Beriibrungsbreife verbindet, geht durdy die Spife
bed gu dem dritten dufern Bevithrungsbreife gehovigen Winkels.
Beweis. G4 fepen (Fig. 1.) Am” und Am” gejogen, fo wird durd) Am” der Yufenwinkel CAF”
von £ ABC, und ebenfo durdy Am” der Nufenwinfel BAE" deffelben Dreiedts balbirvt (f. Cinleit. Nr. 3.);
affo ift CAm”"=1CAF”, undp E”Am” =IBAE”. Nun ift aber CAF"=BAE", folglid) aud) CAm"=E"Am",
Da nun CAE” cine gerade Linie ift, {o ift daper aud)y m” Am™ eine gerade Linie.

§. 3.
Die Gentrale, welde den Mittelpunkt eines dupern BerithrungsFreifes mit dbem Mittelpunkte des innern
Berithrungsbreifes verbindet, ftebt verlangert fenfred)t auf der Centrale der beiden andern dugern Berithrungsreife.
Peweis. Da mm’ (Fig. 1.) und m"m” durdy A geben (§. 1. 2.), und die Winkel BAC und CAF”
durdy Am’ und Am” Dalbirt werden, fo ift m®AC=]BAC, und m"AC=}CAF”, folgli) m’AC~+4m"AC
=I(BAC4-CAF"); aber mMAC4m"AC=m'Am”, und BAC-4-CAF’'=9R; folglid mAm"=NR; dac
ber fteht Am’ auf m"m” fenfredyt.

Bufah. Die Hohenperpendilel eines jeden von den vier Centralendreieen fdneiden fidy daber in dem
Mittelpunkte desjenigen Berithrungsfreifes, welder nidt ju dem Centralendreiede gehort. Denn
bie J’pbbenperpenbife% von Am'm”’m” find m'A, m"B, m”C, welde fid) in m {dmeiden; ebenfo
find ‘%;e %bbenperpenbife( von A mm'm” bdie Linien mC, m'B, m"A, welde fid) verlangert in
m neiden.

§. 4.
Jede innere Tangente einer Seite ift gleiy der von dem entgegengefepten Endpunfte audgehenden au:
fieen Jangente eben diefer Seite.
Beweis. AE'=AF (Rig. 1) und AE=AF; folgli) it AE' —AE=AF — AF. b. ). EE'=FF"
Uber EE'=CE+ CE'=CD + CD’ (weil CE=CD, und CE'=CD'’ ift) =DD’'+4-2CD’, und ebenfo FF’
=BF~+4BF =BD+BD'=DD'+-¢BD. @olglid) ift DD'4-2CD'=DD’'+-2BD, alfo 2CD’'=2BD, und
CD'=BD. Daber ift aud) ferner BD~-DD'=CD'+ DD, . §. BD'=CD.
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g’ 50
Die von den Cndpunkten einer Seite ausgebenden dufern Jangenten der beiden andern Seiten find
einander gleid.
Beweis. BF"=AF (Fig. 1.), und ebenfo CE'=AE (§. 4.), aber AF=AE, folglidy aud
BFIII=CE!"
§. 6.

Die beiden FHeineren Tangenten der Verldngerungen einer Seite find einander gleidh.
Beweis. Da (Fig. 1.) BD”"=BF"” und CD"=CE", aber BF"=CE” ift (§. 5.), fo ift aud
BD"”=CD".
Sufap. €8 ift daber audy BD” =AF.

§. 7.
Die Differeny der beiden innern oder dufern Tangenten einer Seite ift gleich der Differeny Deider an:.
dern Seiten.
Beweid. Da (Fig. 1.) AE=AF ift, o ift AC—AB=EC—FB; aber EC=CD, und FB=BD;
folglid auc%) AC—AB=CD—BD. {erner i{f CD=BD’ und BD=CD’ (§.4.), aljo aud) AC—AB=BD'—CD".

§0 80
Das gwifden dem innern und dufern Verithrungspunfte einer Seite liegende Stird derfelben ift gleidy
der Differeny beider andern Seiten.
Beweis. Da (Fig. 1.) BD=CD' (§. 4.) und CD—BD=AC—AB (§. 7.) ift, fo ift aud
CD—CD'=AC—AB, b. ). DD’=AC—AB.

50 96
Das ywifden dem dufern Verithrungspunkte einer Seite und einem dufern Berithrungspunkte ibrer Ver:
lingerung liegende Stirdf derfelben ift gleid) derjenigen Seite des Dreieds, weldye dem gwifdhen den genannten
Berihrungspunkten liegenden Winkel ded Dreieds gegenitber liegt.
Beweis, Da (Fig. 1.) CD'=AF" (. 5.) und CD"=BD" (§. 6.) =BF" ift, f{o ift CD’'4CD"
=AF"~4-BF", b. h. D'D"=AB.
§. 10.
Das gwifden den beiden dufern %eruf)wngépunﬂen ber Verlngerungen einer Seite liegende Stid it
gleih der Summe der beiden andern Seiten.
Beweis. Da (Fig. 1.) D'D"=AB und D'D”"=AC ift (9. 9.), fo ift D'D"4-D'D"=AB~+AC,
0. b. D"D"=AB~-AC.

§. 11.

Das gwifden dem innern Vevithrungspunkte einer Seite und einem dufern Berithrungspunkte ihrer
Berlingerung liegende Stird derfelben ift gleid) der andern Dreiecsfeite, welde von bder ywifden den ge:
nannten Verihrungspunkten liegenden Winkelfpite ded Dreieds ausgebt.

Beweis. Da (Fig. 1.) CD=CE unp CD"=CE"=AE (§. 4.) ift, fo ift CD+CD"=CE+AE,
b. h. DD"=AC.

§. 12.

Die grofgeve Tangente der BVerlingerung einer Seite ift gleidh) dem halben Umfange des Dreieds.

Beweis. Da (Fig. 1.) BF—=BD' und CE'—CID’ ift, {o ift BF' 4-CE'—=BD'+4-CD'—=BC, fo(g’
li) AF' 4~ AE' —AB—+AC—+BC==a-+-b--c. Nun ift aber AF—AE'; alfo ift AF'—=%(a~+b~e¢).

Sufag. Ule grofern Iangenten der Verlingerungen find alfo einanber gleidy.
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§. 13.
Jebe inneve Fangente einer Seite ift gleidy dem balben Ueberfdyufie der beiden ben Winkel,-von dem
die Yangente ausgebt, einfdliefenden Seiten ded Dreiedd uiber die dritte Seite.
Beweis, Da (Fig. 1.) CD—=CB—BD =——=CB—BF undp CE==CA—AE=—=CA—AF ift, {o ift
CD~<CE=CB+-CA — BF — AF=—=CB+ CA — AB—a-t+b—c; aber CD=CE, folglid CD=Z%(a4b—c).
Sufap. Daber ift audy BF —AF'=—] (a+b—c).

§. 14.

Der Winkel, den zwei von dem Mittelpuntte des innern Vevihrungsbreifes nady ywei Winkelfpigen ded
Dreieds gejogene gerade Linien mit einandber bilden, ift gvdfer ald ein vedter um die Halfte des dritten
Dreieckdwinkels. .

PBeweid, Da (Fig. 1.) dburd mA, mB, mC bdie Winkel vyon A ABC balbirt werden, fo ift Bmm’
=mAB+4mBA—=3x+4-73; ebenfo ift Cmm'=—Fx4-3y; folglid ift BuC—=Fa+3S+Fa~+5y. Uber
a+ﬂ+7—2m, folgliy Fa+38-4+Fy=N; alfo BnC=R + .

§. 1o.

Der Winkel, den zwei von dem Mittelpunfte des innern BVevithrungskrerfes nady den Mittelpuntien
weier dufever Bervithrungsbreife gejogene Centralen mit einander bilden, ift grofier ald ein vedter um die
Dadlfte des yu bem dritten Gufern BVerithrungslreife gehorigen Winkeld im Dreiede.

Beweis. Da (Jig. 4.) Cmm"” und Bmm" gevade Linien find (§. 4.), o ift m"mm”—=BmC;
aber BmC=R+« (§. 14.), alfo audy m"mm"” —=R 4 a.

Sufap. Ulle Feineren Centralendreiecte fmb baber ftumpfmmf[zg, von yelder Urt aud) das Urdreied
fepn mag; denn m"'mm” =R+, alfo DR

5’ 16v
Der Winkel, den die von dem IMittelpunfte eined dufern Verithrungslreifes nad) dem Mittelpunktie
bes innern BVevithrungsbreifed gehende Centrale mit einer jiweiten von dem erfigenannten Mittelpuntte nad) dem
Sittelpunkte eined anbdern dufern Verithrungsbreifes gegogenen Centrale bildet, ift die Hadlfte dedjenigen
Winkels im DreieFe, durd) deffen Spite die beiden Centralen oder ihre Verlingerungen nidyt bindurdygehen.
Beweid. Da (Fig. 4.) mBm'=R ift (§. 3.), fo ift in ABmm’' audy Bmm'+=Bm'm=—%R. Nun
it Bmm'—mAB4-mBA —lx+4-13, und R—=1a+38+3%y, folglid Bm'm—3Fy, b. h. m"m'm=3y,

Bufag. Da m"'m”"m—IB—mBC, m"m'm=—Fy—mCB und m’mm”—BmC ift, f{o ift
Amm’m” » AmBC. ‘2qu &bn[td)e Art ift Amm'm”’ » AmAC und HAmm'm” » AmAB,
§. 17,

Der Winkel, den die beiden von dem Mittelpunkte eines dufern Beriihrungsbreifes nad) deén Mittel:
punkten dev beidben andern dufern Berithrungskreife gezogenen Centvalen mit einander bilden, ift gleid) der
balben Summe der beiden Winkel des Dreieds, durd) welde diefe Centralen geben.

Beweis. Da (Fig. 1) mm'm’=—IA und mm'm”—=ZIy ift (§. 16.), fo ift mmm”~4mm'm"
=3iB+3v, b p. m'mm"” =3 (B4y).

guf Da F(at-pHn)=R, foIgItd) FB+R ift, fo ift m'm'm”<R; ebenfo ift
m'm” <, umd mm'm’'< R, alfo das grofere Gentralendreiect fpipwinklig, wvon wel:
d;er Art aud)y dad Urdreied fepn mag.
3uf. 2. Da mMBC=3FBC=3 (a~y) ift, foift W’BC=m'm"m"”; gbenfo ift m'CB=3 (a4 j)
=—m'm”’m"; fo[g[(d) ift Am’BCw Am'm"m”,  Yuf diefelbe Yrt ift Am"ACw Am’m"m"’, und
Am,"AB Q Am m”m"lg

§. 18.
Der Winkel, den der an den duffern Berithrungspunkt einer Seite von dem Mittelpunkte bed Fu die:
’ g
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fer Seite geborigen dufern Berithrungdfreifed geogene Halbmefler mit der von eben diefem Mittelpuntie nady
einem pweiten dufern Werithrungsfreife gegogenen Cengrale bildet, ift gleid) bder Halfte ded Dreieddwinkels,
burd) deffen Spibe die Cenivale hindurdygeht.
Beweis. Da (Fig. 1.) mMDB=R ift, fo ift aud DBm'+DmB=R=—3a43 8431
DNMun ift ader DBm' =% CBF =% a+ Ly; folglidy it DmB=ZL3, b, h. Dmm" =£43. .
3uf. 1. Da AD'MBZAFmB ift, wie fidy leidht beweifen laft, fo ift aud FmB=3 g.
Suf 2. Da ebenfo Cm'D'=ZLy ift, fo ift Cm'D’' —mm'm”,

§0 190
Der Winkel, den der an den dufern Berithrungspunkt einer Seite von dem Mittelpunkie ded ju dies
fer &ecite geborigen dufern Berithrungstreifed gejogene Halbmeffer mit der von eben diefem Mittelpunkte nady
dem innern BerithrungsFreife geyogenen Gentrale bildet, ift gleidy der halben Differeny der beiden Dreiedde
winkel, durd) deren Spigen die Centrale nidyt bindurdygebt.
Beweis. Da (Fig. 4.) D'm'm”" =33 ift (§. 18.) und mm'm” =3y (§. 16.), fo ift D'm'm=
Dn'm” —mmm"” =% —%y=%(B—y). | |
Suf. Da Dm'm—3Ig—%y, und cebenfo F'm"m—%z—323 ift, fo ift Dm'm 4 F"m"m
=3 —2y+Fa—3pB=%x—%y. Uber ebenfo ift E'm'm=—=%a —Fy; folglih ift
E'm'm —=Dm'm -~ F'm"m.  Daber ift audy Emm”" —=Dmm' « Fmm",

§. 20.

Die Mittelpunite der dufern Berithrungdkreife liegen auferhald des Winkelfreifes.

Beweis. 2An einen beliebigen Punkt G (Fig. 1.) ded ju der Chorde BC gehorigen Bogend BGC ded
Winkelbreifes jicbe BG, CG, fo ift ABGC ein Bieved in bdiefert Kreife, folgliy BAC4+BGC—2R
=a+B+7v, aber BAC—q«, alfo BGC—=p~4y. UYber Bm'C—3 (B+7) (§. 17.), alfo Bm'C<BGC.
Nun liegt aber G auf der Pevipbevie ded Winkelkreifed, folglih muf m’ auferhalb deffelben liegen.

Buf. 4. Jede Centrale des innern und eined dufern Berithrungskreifes wird daher von bdem Wine
Eelfreile durdyjdhnitten.

Buf. 2. Gbenfo ift jede Gentrale gweier duferer Verithrungsiveife, da fle durd) eine Winfeljpige
ded Dreieds geht, entiveder Tangente ded Winkelfreifed, (bei dem %eid)fd)enﬂigen Dreiede die
purd) die Spige deflelben gebende Centrale), oder fie wird von dem Winkelfreife nody (aufer der
Dreiedsfpipe) in einem jweiten Punfte gefdmitten. Lepterer Punft foll als der eigentliche
Durdyidhnittspunkt in dem Folgenden betvadhtet werden.

§. 21.

Wenn man den Punkt, in weldem die Centrale ded innern und eined dufern Verithrungskreifes von
dem Winkelkreife gefdhnitten wird, mit dem Punfte, in weldem die Centrale der beiben andern dufern Bevithrungs:
Freife gefdnitten wird, durdy eine gevade Linie verbindet, fo ift diefe Werbindbungslinie Durdymeffer des
Winkelkreifes.

Beweis. C¢ fey (Fig. 1.) G der eine, H der andeve Durdy{chnittdpunkt, und GH gejogen. Da G,
A, H auf bder Peripherie ded Winkelbreifes liegen, fo ift GAH Peripheriewinfel. Yber GAH—=NR
(§. 3.); folglih ift GBAH $Halbfreis, und daher GH Durdymeffer des WinkelFreifes.

Buf. Ware m"m” nidht Secante fondern Jangente ded Winkelfreifed, fo fiele der Durdifdynittes
punft H mit A jufammen, und AG wdre die Berbindungslinie beider Durdyfdynittépunite. Alse
dann wdre aber audy AG Durdymeffer, rweil es auf der Tangente m"m”™ im Beruhrungdpunkte
A fenkredyt ftinde (9. 3.).

§. 22.
Wenn man ben Punkt, in weldem die Centrale des innern und eineé dufern Verlhrungslreifes von
dem Winleltreife gefdnitten wird, mit dem Punfte, in weldem die Gentvale der beiden andern Beriihrungse
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Freife gefdhnitten wird, verbindet, fo flebt die Berbindungslinie auf dexjenigen Seite fenfredrt, weldye durd
die erftgenannte Gentrale gefdynitten wird, und balbirt diefe Seite.

Beweid. GH (Fig. 1.) fey die genannte Verbindungslinie, und BC bdie durd) bdie Centrale mm’
durdyidynittene Seite. Da BAG = CAG ift, f{o ift der Bogen BG gleidy dem BVogen CG, folglich ift bder
Bogen BGC in G halbivt. Nun ift GH Durdymeffer (§. 21.), folglidy geht eé durdy M, und da ed dben Bo:
gen BGC Dalbivt, fo balbirt e8 aud) die Ghorde BC diefes Bogens, und fteht auf BC fenbrecht.

§. 28.

Alle Centvalen, welde die Mittelpunkte der Berithrungslreife verbinden, werden durd) die Pevipherie
ped WinkelEreifes balbivt.

Beweid. €6 fey (Fig. 4.) m" m” eine Centrale jweier dufever WBerihrungslreife. An die Beriths
vungdpunfte D7 und D7 giche die DHalbmefer m"D” und m”D”, fo ftehen beide auf D'D™ fenbredht,
und m"D” ift taber parvallel mit m"D”, alfo m"D"D"m" ein Pavalleltrape. Sieht man nun GH, fo
ift HL fenfredit auf BC (§. 22.), und baber audy HL||m"D"||m"D”, folglid Hm":Hm"=LD":LD",
MNun ift abey LC=LB (§. 22.) und CD"=BD" (§. 6.), folglid ift LD"=LD", und daber aud
Hm"=Hm"; alfo ift m"m"” in H balbivt. &6 fey ferner mm’' die Centrale eined dufern und bded in-
nern Berithrungskreifed. [iebe mD, m'D’, ferner mK || BC, und verlingere m'D’, bid es mK in K trifft.
Da mD und m'D’ auf BC fenfredyt fteben, fo ift mD||m'D’, folglidhy audy mD||KD’; aber aud mK| DD’
alfo ift mDD'K ein Pavallelogramm. Da ferner aud) GH fenfredht auf BC ijt, fo ift NL||mD || KD’, und
NG ||Km'; in Amm'K ift folglid mN:NK=mG:Gm'. Nun ift aber BL = CL, und BD=CD' (§. 4.),
folglid DL = DL, alfo aud) mN = NK. Daber ift aud) mG =Gm’, alfo mm’ in G halbirt.

Suf. 1. Jolglidy ift dasjenige Stitd der Centrale gmeier duferer Bevithrungslreife, das innerhalb des
Winkelbreifed liegt, balb fo grof al8 die Differeny swifchen den Entfernungen der Mittelpuntte
diefer Berithrungsfreife von dem Winkel, durdy den bdie Centrale geht. Denn m"A=m"H+4- AH
=m"H4-AH =m"A 4+ AH+4 AH =m"A'4-2AH, folglid 2AH=m"A—m"A, und da:
ber AH= } (m"A—m"A).,

Buf. 2. Dagegen ift dasjenige Stitd der Centrale eined dufern und deé inmern Berithrungslreifes
und ibrer Vevlangerung, dasd innerhalld bded Winkelfreifes liegt, balb fo grof als die Summe
der Cntfernungen der Mittelpunkte diefer Bevithrungskreife von dem Winkel, durd)y den die Cen-
trale gebpt. Denn m'A=2Gm -+ mA; folglid) mA 4~ mA=2Gm + 2mA=2GA, und das
ber GA = (n'A 4 mA).

§. 24.

Der Punkt, in weldem bdie Centrale ded innmern unbd cined dufern Verihrungsbreifed von der Pevic
phevie des Winfelfreifes duvdpfchnitten wird, hat won den Gndpunkten der ju dem dufern Berithrungskreife
geporigen Seite cine Cntfernung, welde der halben Centrale gleidy ift.

Beweid. Da (Jig. 4.) GBC und GAC Peripheriewinkel find, die auf dem nemlidhen Bogen fteben,
fo it GBC = GAC, alfo ift GBC=1 &, und daber GBm=GBC 4 CBm =%« + 13. Nunift aber aud
GmB =mAB 4+ mBA =x a4 1 3; alfo ift GBm=GmB, und dbaber GB>=Gm=13mm". Gbenfo wird
bewiefen, daf GC=Gm = mm' ift. ‘

Buf. Felglid) ift G der Mittelpunkt des fowodl su A BmC ald audy yu ABm'C gebdrigen Winkeltreifes,
und bdiefer Mittelpunkt liegt auf der Pevipherie des Winkelbreifes des Urdreieds und im Halbis
rungdpunkte der Centrale mm', ‘

§. 25.

Der Punkt, in weldem die Centrale jweier Guferer Berithrungskreife von der Peripheric ded Winkel:
Preifes dburd)fdynitten wird, bat von den Gndpunften bder gu dem dritten dufern Berithrungelreife gehorigen
Dreieddfeite eine Enifernung, welde der palben Gentrale gleidy ift.

Beweid. Denft man fidy (Fig. £.) von H als Mittelpunkt mit Hm" ald Halbmeffer einen Kreis bes
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fdrieben, fo gebt derfelbe aud) bdurdy m™, weil Hm"—Hm" ijt (§. 25.), ‘und m"m” ift Durdmeffer
peflelben. Da nun m"Cm”" =R und m"Bm”" =R ift (§. 3.), fo geht diefer Krei¢ durdy C und B;
folglidy, wenn HC und HB gejogen wird, {o find audy HC und HB Halbmefjer, alfo ift HC —Hm" und
HB — Hm". \

Suf. §. 24. batte ebenfalld wie §. 25., oder umgefebrt §. 25. wie §. 24. bewiefen werben Fonnen.

§. 26.

Die Summe des Halbmeffers des Winkelfreifes nnd ded von dem Mittelpuntte deffelben auf eine Drei:
ecéfeite gefallten Perpendifels ift gleid) der balben Summe der Haldmeffer der beiden U dew jwei anbern
Dreiedefeiten gehorigen duffern Bevithrungskreije.

Beweis. Da (Fig. 1.) m"D"D"m"™ ecin Pavalleltrapey ift, und HL die DHalbirungspunfte der
nidytpavallelen Seiten verbindet (f. Veweis ju §. 23.), fo it HL—F (m"D" 4 m"D") =1 (" 41",
UYber HL—HM~-ML—R~p’ (weil ML nad) §. 22. auf BC fenfredit ftebt), folglih R4+-p' =1 (" ~4-r").
Gbenfo ift R4-p” —=F ('~r") und R4=p”' =13 (0'~41").

§. 27. -

Die Differeny swifden dem Halbmeffer des WinkelFreifes und dem von dem Mittelpunkte deffelben auf
eine Dreiedsfeite gefdllten Perpendifel ift gleidy der halben Differeny swifdien dem Halbmeffer des gur ge-
nannten Dreiecksfeite gehorigen dufern BevithrungsFreifes und dem Halbmeffer des innern Berithrungskreifes.

Beweis. Da (Fig. 1.) GN bdie DHalbirungspunktte jweier Seiten von Amm'K verbindet (f. Beweis
su §. 23.), fo ift Km'=—=2GN; aber Km'=D'm'-D'K—=D'm'-+Dm=r'w-r, und 2GN=——2GL+2NL
= 2GL+4-2Dm=—2GLH-2r; folglid ift 2GL=-2r=r'-r, und babet 2GL—=—r'—r; alfo GL—
(@ —r). N iff GL=MG—ML=—R—p’; folglid it R—p' =3 (' —r). Chenfo ift R—p"=
3@"—r) und R—p"=%(@"—1).

§. 28.
Die Summe der Halbmeffer Der drei dufern Bevithrungsbreife ift gleid) der Summe ded Halbmeffers
ded innern Berithrungskreifed und des vierfaden Halbmeffers des Winkelbreifes.
Beweis, Da Rpp' =37 (" =r") (§. 26) und R—p' =3 ('—71) ift (§. 27.), fo ift
Rep' 4-R—p =3 ("4+1r") 42 (@ —r), 0. b 2R=3 (" 41") 4= 7 (' —71) alfo 4R =1"f1"4r'—r,
und daber r'mr"-r"—r-4R.

§. 29.

Die Summe sweier von dem Mittelpunkte des Winkelbreifes auf jwei Dreiecsfeifen gefillter Perpen:
difel ift gleidy Der halben Summe des Halbmeflers ded jur dritten Dreiecsfeite gehorigen dufern Berithrungs:
Freifes und bed Halbmeffers bes innern Berihrungslreifes.

Beweis, Da R—p'=3r'—4r ift (§. 27.), fo it p=R—3Ir3r; ecbenfo ift B4-p”
+11”’ (§. 26.), alfo p'=—3r'==-3r"—R; folglid ift p'+p' =R—Ir--Sr4-Ir+Ir”"—R
- Er =% (" =r). Cbenfo wird bewiefen, daf p'~p” ==Fr"<Er, und p’'4p"=5'+Ir ift.

go 300

‘Der Unterfdyied jweier von dem Mittelpuntte des Winkelbreifes auf jwei Dreiecksfeiten gefillter Per:
pendifel ift gleidy dem Dhalben Lnter{dyiede dex Halbmeffer der beiden zu den genammten Seiten gehovigen du:
fern Berithrungsbreife.

Beweis, Da Refup'—=Ir"-1r", unb Rewp’'== ' Ir” ift (§. 26.), fo ift Rey=p'—R—p”
=3It =iy — 51", b . pP—p =3 = =2 (" —T).
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§. 31.
Die Summe der drei von dem Mittelpunkte ded Winlellreifed auf die Seiten gefallten Perpendifel ift
gleid), der Summe der Halbmeffer des WinkelFreifes und des innern Berithrungskreifes.

’

Beweis. Da R4-p'—=3r"43§r", R-p"==3r'+4-3r" und R4-p”"=Ir~4Ir" ift (§. 26.),
fo ift 3Refep ~=p"~4=p" =r 41" ~4-r". Aher r' 4=1r"4-r"=—4R4r (§. 28.) folglidh aud
3BRe-p'4p '~ p"—=4R~4r, alfo p'4-p"+p"'—=R~+r. .

Sufag. Wenn in den §§. 26 —31. das Dreiet BAC, dad in ‘&i% 1. fpigminf[i? angenommen ift,
bet A vedytwinklig wird, fo fallt M auf BC, alfo ift p'==o. Das Uebrige bleibt unverdndert,
und da Re-p'—Iv"~4-Fr" ift, fo ift im redptwinkligen Dreiede R=—Zr"4-Ir"; ebenfo
weil R—p'—3r'—Ir ift, fo ift aud R—=Ir'—Ir; folglid i(Q audy Ir'+3r"—z2r'—3r,
alio r'—-r"=—r'—r, und daber r—r—-r"~4-r", u. dgl. Jft das Dreied ABC bei A
ftumpfivinklig, fo fallt M auferbald ded Dretects ABC, unbd liegt nicht mebr auf dem Perpendifel LH
rondern apf LG.  &¢ evgiebt fid) leicht, bdaf algdann in §. 26. LH—=R—p’, alfo R—p'
—=3('4r") ift. Dadé Uebrige bleibt wieder unverdndert, und ed ifft R+4p" —L('4-1r")
und R+4-p”"=—=3 (r'4r").  Sbenfo ift in § 27. LG=R~4p’, folglih R 4-p'—=35(@"—1r);
aber audy wicder R —p"=—=32 (r"—r) undb R—p" =% (" r). Jn§. 28.verdndert fich nidts.
Jn §. 29. it p’—p' =3 (" ~471), in §.50. p'4p =3r—3Fr"—=3 (' —1"), und endlid
in .34, p” =4 p”—p' ==R--r; das Uebrige bleibt unverandert. Man fieht davaus, daf, weil
in dem Falle, wenn L ftumpf ift, ML (Jig. 1.) gegen BC bdie entgegengefesite Lage annimmi,
aud) in den erbaltenen Formeln der auf die Seite a gefillte Perpendifel p' mit dem entgegenges
fepten Seichen bejeichnet werden mug. ' T



Bweiter Abschnitt.

Von der Grofse der aus den bisher genannten Cinien gebildeten Flachen und von
) den Verhaltnissen jwischen diesen Linien und Flachen,

§. 32.
Der Rauminhalt des Dreieds ift gleich der Halfte eined Nedytectd, bdeffen Grunbdlinie gleidy dem Um:
fange des Dreiedd und deffen Hobe gleidy dem Halbmeffer ded innern Bervithrungstreifes ift.
PBeweis. Da (Fig. 1) ABmC—=imD.BC=—%ra, ebenfo ACmA=3rb und AAmB—=2rc ift,
fo it ABmC4+ACmA+AAmB—Z%ra4 frb+Zrc, d. h. A ABC=3r (a4b-c).
3uf. Daaud AABC=3ha ift, fo ift Sr(a+bFc)=3Na, alfo aud r(a-+-b-4-c)—ha,
und daber rih'==aza+-bc, d. h. der Halbmeffer des inneren Berithrungskreijes verhilt fich
?u einem der drei Hobenperpendifel, wie die ju diefem Perpendifel geborige Seite ju dem Um:
ange bed Dreiecs.

§. 33.

Der Rauminbalt des Dreiedts ift gleidh der Hilfte eined Nedhteks, deffen Grundlinie gleidh dem Ues
berfduffe der Summe jweier Seiten itber die dvitte Seite und deffen Hobe gleid) dem Halbmeffer ded ju die-
fer dritten Seite gebovigen dufern BVerithrungsfreifes ift.

Beweis. Da (Fig. 1.) Am"BC=Im"D".BC=3r"a, ebenfo Am"AB=—32r"c undb Am"AC=
Ir'b ift, fo ift Am"BC4+AmMAB—AmAC=EIva4-Lre—Lrb, b. h. AABC=Lr"(a4c—b).

Suf. Da audy AABC=Lh"D ijt, fo ift ir" (a4c—b)=2%h"b, aljo aud) r’(a 4 c—b)=h"D,
und dabher r":h"—Db;a~4-c—Db.

§. 34.

Die Cntfernung ded Mittelpunkts eines Aduffern Verithrungskreifed von dem ju diefem RKreife gehorigen
Winkel verbdlt fid zu der Entfernung des Mittelpunfts des innern Bevithrungsfreijes von eben diefem Win-
Fel, wie der Halbmeffer des genannten dufern Veviihrungslreifed ju dem DHalbmeffer ded innern Berihrungs=
Freifes.

Beweis. Da (Fig. 4.) mF und m'F’' auf AF' fenbredt find, fo ift mF | m'F’, folglid AAmF »
OANF und daper mAimA—mF ' :mF—r";r.

“Buf. Cbenfo (afi fid) beweifen, daf AAM'F’ v A Am”"F”, und daher m"A :m"A—=x":r" ift.

§. 35.
Die von dem Mittelpunkte eined dufern Vervithrungskbreifed nady dem yu diefem Kreife gebhdrigen Win:
Fel gejogene gerade Linie wird durd) den Mittelpunkt des innern Berithrungsbreifes und durd) die ju dem du-
fern Bevithrungskreife gehorige Seite fo in drei Iheile getheilt, daf fih bie gange Linie ju dem einen dus
feen Theile verpalt, wie der andeve aufere Theil ju dem mittlern, . h. fie wird DHavmonifd) getheilt.
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Beweid, G feyen (Fig. 1.) mA, mO, Om’ die drei Tbeile, in welde m'A getheilt werde, f{o it
mA:mA=—r':r (§. 34.). RNun it aber audy Am'OD’ ®» AmOD, folglidy ift 0 : mO0 =m'D" imD=rx";r,
alfo ift m'A : mA—=—m'O:mO,

§. 36.

Die Summe des” Halbmeffers eined dufern Berithrungsbreifed und ded anf die jugehdrige Seite ges
fillten Hobenperpendifeld verhalt fidy yu dem Halbmeffer eben diefed Veritbrungsfreifes, wie Dder Ueberfdyufd
bed genannten Hobenperpendifeld iiber den Halbmeffer ded innern Bevithrungslreifed yu dem legtern Halb:
mefler.

Beweisd, Von A (Jig. 1.) fille auf BC den Hohenperpendifel AP, und durdy m jiehe mQ || BC,
fo ift QP—=mD=r, und AQ—AP—QP—=nh'—r. Fun ift Am'OD'» AAOP, folglih) m'0:A0 =
m'D’; AP=r":1’, aljo mO4-AO0:m'O=r'+h":r', d. h mA;m'O=r'~h":r. Nun ift aber m'A :m'O
=—mA:mO (§. 55.) und da mQ || OP ift, mA:mO=—AQ: QP=h'—r:r; folglid) ift h'+4r'ir’—=h'—r:r.

§. 37.

Der Halbmefler des innern Vevithrungskreifes ift die mittlere Proportionallinie gwifdhen dem Uebers
fhuf eines Hohenperpendifeld itber den Durdymeffer des innern Verviihrungskreifes und zwifhen der halben
Differeny des Halbmeffers des ju dev Dreiecsfeite, auf welder der Hohenperpendifel fteht, gehovigen dufern
Bevithrungsbreifed und des Halbmeffers des innern Berithrungskreifes.

Veweis, Da h'd-r'ir'=h"—r:rift (§. 56.), fo ift aud h'4r'—~r':r'—=h"—r—r:r, b b
hir'—=—h'—or:r. Jrlglidy ift audy h':h'— (W' —or)—=r";x' —r, 0. h. h:ior=r"ir'—r, alfo h':r' =
orir'—r—r:3(r'—r). Wber nad) dem Obigen ift h':r'—h'—or:r; alfo ift ' —or:ir—r:3('—r).

Buf. Dda (' —r) im {pigwinfligen Dreiefe —R—p' und im frumpfivinfligen —R 4 p’ ift
(9. 27. und §. 54. Buf.), fo ift audy im erftern h'—grir—r:R—p’, und im leptern
L' —eorir—r:R—+4p'.

§. 38.

Der Halbmeffer eined dufern Beriibrungsbreifes ift die mittlere Proportionale piwifdhen der Summe des
auf die pugebdvige Seite gefillten Hobenperpendifels und ded Durdymeffers ded genannten BVevihrungskréifes,
und gwifhen der halben Differeny des Halbmefers diefes BVeriihrungskreifes und des Halbmeffers ded innern
Beruhrungskreifes. "f

Beweis., Da h'd-r':sr’'=h"—r:r ift (§. 36.), fo ift audh W'4~or':r’=h":r. Nun ift aber h'sor
=r':r'—r (§. 57. Beweis), alfo h':r—=r": L' —r). Folglih ift ' 4=or’'s ' =1 : $ (@' —7r).

Buf. Jolglid) ift audy (wie bei '§. 37. Juf.) h'4=or' : r'=1r": R — p’ fitr das fpigwinklige Dreiect,
und h'4-or' ;v =r': R~ p’ fitr das ftumpfiinklige.
§. 39.

Der Halbmeffer cined dufern Bevithrungsbreifes verhdlt fih jur Summe diefes Halbmefferds und bded
auf die jugehorige Seite gefallten Hobenperpendifeld, wie diefe jugehovige Seite jur Summe beider andern
Geiten. .

Beweis. Da HAABC=3r'(b+ c—a) ift (§. 33.) und ebenfo AABC=4%h"a, o ift r'(b+4-c—a)
=—=Nha, folglid) r':h'=—ath4-c—a, und daher r':r'+~h'=—a:bfc—a~4a, d. b r:r--h'=—asb 4c.

Buf. 4. Darir'4h'=—r:h' —rift (§. 36.), fo ift aud r:h'—r—a:b+fec.
Suf. 2. Auf dbuliche Art wird bewiefen, daf

vo [h'—r' ) _ . fc—a] :
STV
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§. 40.

Die Differeny der Halbmeffer eined Gufern und des innern BevithrungsFreifes verhdlt fich ju der Summe
eben bdiefer Halbmeffer, wie die ju dem dugern BWerihrungskbreife gehorvige Seite jur Summe beider andern
Seiten.

Beweis. Da AABC=Zr(a~+b+c) it (§. 52.) und ebenfo AABC=3r" (b4c—a) (§. 35.),
foifir @ b+c) =1 (b+c—a), alfo r'ir=a--b4c:b4-c—a, folgli r'—r:v'4-r="1a$b4c)
— (b4-c—2) : (a+bc) =4 (bdc—a) b. h. r'—rir'+r=2aich+42c, alfo audy r—r:r4r
=a:bec.

Suf. AUuf abnlidhe Art wird bewiefen, daj r'—r"ir'~4-r"=a—b:c ift.

§. 41.

3n jedem Dreiede ift das NRedyted aus gwei Seiten gleid) dem NRedytece aus dem Hohenperpenditel der
britten Seite und dem Durdymeffer ded Winkelfreifes.

Beweid. 3iehe (Fig. 2.) den Durdymeffer AG; ferner giehe CG, und fille von A auf BC den Pers
pendikel AH, fo ift AHB=ACG=NR, und ABH=AGC, weil beide auf dem Bogen ANC ftehen, folglichy
ift AABH®w AAGC, und daher AB:AG=AH:AC D. ). c:D=h":b; folglid) ift bc=Dh. Ebenfo ift
ab=Dh" und ac=Dh". .

3uf. Da ab=Dh", ac=Dh", be=DV ift, fo ift ab-ac-+bc=D (h'~4h"4h"), b. §. die
Gumme der drei verfdhiedenen Redytede, weldye aus je ywei Seiten des Dreiedd gebildet werden

Fonnen, ift gleid) einem Redptede, deffen Grundlinie die Summe der Hohenperpendifel und def:
fen Hobe der Durdymeffer ded Winkelbreifes ift.

§. 42. '

Das Redytet aud ywei Dreiecsfeiten ift gleidy dem Redhtede ausd den CEntfernungen bed von ihnen ein-
gefhloffenen Winkeld von den Mittelpunkten der beiden ju diefen Seiten gehorvigen dufern BWerihrungstreife,
und ebenfo gleidy dem Redhtefe aud den Cntfernungen eben diefes Winkels von den Mittelpuntten des dristen
duffern Vevithrungslreifed und des innern Verithrungsbreifes.

Beweis, Da (Fig. 1.) Am"ACwo Am"AB ift (§. 17. 3uf. 2.), fo ift AB:Ah":Am’”:AC,
folglid AB. AC=Am".Am", b. h. be==Am". Am". Ebenfo it BAmM=CAm'=1Z%s, und ABm=Am'C
=13 (§. 16.), folglih L AmBw AACm’, und daher AB:Am'=Am;AC, alfo AB. AC=Am'.Am, b, b.
bec=Am’. Am.

uf. 1. Daber ift audy Am". Am"'=Am', Am.
3uf. 2. Ferner ift Am". Am” 4- Bm', Bm" 4 Cm'. Cm"=bc -+ ac-+ab=D(h'4h"4-h") (6. 41.
3uf.), und ebenfo Am'. Am+4-Bm". Bm 4 Cm"”. Cm=bc-+4ac-+ab—=D (h'~4h"+4h")

§. 43.

Das Redyted aus den beiden Halbmeffern eines dufern und ded innern Berithrungslreifes ift gleid) dem
Redtede aus den beiden innexn oder beiden dufern Tangenten der ju dem dufern Berithrungstreife gebbrigen
DreiecFefeite.

WBeweis., Da (Fig. 4.) DmB=273 (§. 18.) —mBD und m'D'B—=mDB==R ifi, fo ift ABm'D’
w ABmD, folglid mD': BD=BD':mD, alfo mD.m'D'—=BD.BD". Uber BD'=CD und BD —=cCD’
(§. 4.), alfo. mD. m'D'’—=BD. CD=BD'.CD’, b. ). n'—=BD.CD —=BD',CD'.

3uf. DaBD=Z (a-+~c—b) und CD=3 (a+b —c) ift, foift rr'=% (a+c—b) (a-+-b—c).

g' 44'
Das Redyte aus den Halbmeffern gweier dufever Vevithrungslreife ift gleich dem Redtecke aus dex
grofern und der Feinern Tangente der Verldngerungen dev jum dritten dufern BVerithrungskreife gehorigen
Dreiedsfeite.
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Beweis. Da (Fig. 4.) FAm'=—3« und AFm'=R ift, fo iff AWF=R—F2=—L842Iy. Nun
ift audy F'Am" =% g~43v, alfo ift AmF'—=F"Am". Jerner ift AFm'=—AF'm"=®R; folglid) ift A AFm’
@ OAF'm”, und daber mF':AF'—=AF :m"F’, alfo m'F.m"F'—AF.AF", b.}. r'r"—AF' AF".

Suf. Da AF=f(@a+b+4c) (§. 12.), und AF'=AE"=CE (§. 4) =3(a$b—¢) i
(§. 13.), fo ift ¥'r" =% (a~+-b~-c) (;-l-b-.—c). 2 )

§. 45,
Die Summe der drei verfdyiedenen RedteFe, die aus je ywei Halbmeffern dev Gufern Beviihrungslreife
gebildet werden Fonnen, ift gleidy einem Quabdrate, deffen Seite der halbe Umfang bdes Dreieds ift.
Beweis, Da (Fig. 1) rr'=AF.AF"'(§. 44.) = AF.BF' (§. 6.), ¥'r" = AE.AE" (§. 44.)
= AF.AF” (§. 12.), und r'r”=BD".BD" (§. 44.) = AF .BF” (§. 12.) ift, fo ift r'r"=-r'r"d=r'r"
= AF' (BF' -~ AF" o4 BF") = AF'. AF' = AF2. Runift aber AF' =  (a=4b-¢), alfo ift r'r"r'r"=4r'c"”

- (_{+Z+c)’.

U r_mn " Ui a+b+c 3 a b+c H :
Suf. Da rr’ 4 rr’” 4-r'r =<—2—) , und A_—ig——.r it (6. 32.), fo ift
r_t v rr_te a+b C 2 a+b+c b C H
rr’ 4 rr” T :A:( 2+ ) P .r=a-'i'-2—+—:r, b, . bie Summe der

gnqtmteu brei Nedytefe verhdlt fid) jum Rauminbalte des Dreiects, wie der halbe Umfang des
veiedd gum Halbmeffer ded innern Verithrungsfreifes.

§. 46.

Die Summe aller fedys verfdyiedenen Redytecte, die aus je jrwei Halbmeffern der vier Werithrungskreife
gebildet werden Fonnen, ift gleid) dber Summe ber drei verfdyiedenen Redytecfe, die aus je gwei Seiten Ded Dreis
ecf8 gebildet yoerden Fonnen.

Beweis. (Fig. 4.) r'=CD.BD, rr"=AE.CE, rr"” = BF. AF (§. 45.); ebenfo ift r'r" =AF.AF",
r'r” = AE' . AE", ¥t =BD".BD"” (§. 44.).

Nun it CD.BD—+AE.AE” = CD. BD 4 AE'.BD (§.6. §.4.) = (CD4+AE’) BD = (AF"+AF) BD

F'F".BD = (AC 4 BC) BD (§. 10.) = AC.BD + BC. BD.

AE.CE 4 AF'. CE = (AE ~+ AF") CE = (BD" 4 BD") CE=D"D".CE

(AB~+AC) CE—AB.CE 4 AC.CE.

BF. AF +4 BD". AF — (BF 4~ BD") AF— (AE"” 4. AE') AF—=EE", AF

= (AB+BC) A¥ —AB.AF 4 BC. AF.

Folglih ift CD.BD 4= AE.CE 4 BF . AF 4 AF', AF'4-AE'. AE” 4+-BD", BD" = AC.BD 4~ BC.BD

+ AB.CE 4 AC.CE + AB . AF 4= BC. AF — AB (CE + AF) 4 AC (BD 4 CE) 4+ BC (BD 4 AF) =

AB (CE 4+ AE) 4 AC (BD+CD) 4 BC (BF 4 AF) — AB.AC+ AC.BC + BC.AB = bc-ab+ ac.

Tolglidy ift aud) rr'—f-rr”’ 4= rr” 4 r'r" 4-r't"” 4 v —=ab + ac + be.

3uf. Da ab 4 ac 4+ be = D (h' 4+ h"4h") (§. 41. 3uf.) — Am” . Am" ~4Bm’, Bm"”' -4 Cm’.Cm"
—Am'.Am+4Bm”".Bm~4-Cm”.Cm (§. 42. Suf. 2.) .ift, fo ift audy vr' 4 rr’ = rr”
4t 41" f v = D (W'+4h"4h") — Am".Amn"” 4 Bm’.Bn” ~+ Cm’. Cm" — Am', Am
= Bm” .Bm <4~ Cm" . Cm.

Gbenfo ift AE . CE4-AF'.AF”

@nblidy ift BF . AF 4+-BD" . BD"

§0 4‘70 .

Das Redytet aus groei Seiten des Dreiecks verhalt fidh sum Quadrate der Entfernung ded cingefdylof=
fenen 2Winkels von dem Mittelpunkte des innern BVerithrungsFreifes wie der Halbmeffer des diefem Winkel ju=
geborigen dufern Bevithrungslbreifes zu dem DHalbmeffer ded inmern Berithrungsireifes.

Veweis. Da (Fig. 4.) Am:Am=r:r (§. 54.), und Am':Am=—Am'.Am;Am.An=
AB.AC:Am? ift (§. 42.), foift aud AB.AC:Am?*=r';r, . '
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§. 48.

Das Nedpied aus jwei Seiten des Dreies verbdlt fid) su dem Quadrate der Enifernung ded einge:
fdlofferen Winkels von dem Mittelpunkte des diefer Seite jugebdrigen dufern Vevithrungslreifes, wie bder
Halbmeffer des innern BerithrungsFreifes jum Halbmeffer ded genannten dufern Berithrungsreifes.

Peweis, Da(Fig.4.) Am:Am'=r:r" (§.54.) und Am:Am'—Am.Am':Am'.Am'=—AB.AC:Am"
ift (6. 42.), fo ift aud) AB.AC: Am2—r;r

§. 49.

Dag Redyted aud ywei Seiten ded Dreieds verbdlt fih sum Quadrate der Enifernung ded eingefdhlof:
fenen Winkeld von dem Mittelpunkte bded ju einer diefer beiden Seiten gebdrigen dufern Beriihrungstreifes,
wie der Halbmeffer ded der andern Seite jugehorigen dufern SBeruI)rungél‘retfeé ju dem Halbmeffer ded guerft
genannten Berihrungsbreifes.

PBeweis. Da (Fig. 4.) Am": Am" =r":r" (§. 34 [uf.) und Am”: Am"”"—Am".Am"”; Am".Am"
= AB.AC:Am"2 ift (§.42.), fo ift AB.AC: Am"* —=1r":xr". CEbenjo ift AB.AC:Am"2 —=r":1¢",

§. 90.

Das Redptet aus ywei Dreiedfeiten ift die mittlere Proportionalfidde wifdren bden Quadraten bder
Gntfernungen des eingefchloffnen Winkeld von dem Mittelpunfte Dded innern BevithrungsFreifes und von dem
Mittelpunkte des diefem Winkel jugebovigen dufern BVerithrungsfreifed , und ebenfo audy zwifden den Quas
draten der Cntfernungen ded nemlicdhen Winkels von den Mittelpunkten dev beiden den genannten Seiten jus
geborigen dugern Berithrungsbreife.

Beweid. Da (Fig. 4.) AB.AC: Am?> —r':r (§. 47.) und AB.AC: Am? —=r:r' (§. 48.), alfo
Am2: AB.AC—=1r":r ift, {o ift Am'2: AB.AC—AB .AC:Am?. Gbenfo da AB.AC:Am"2 —r";r"
(§. 49.) und AB . AC: Am"> —=r": " (§. 49.), alfjo Am"2:AB. AC—r":r" ift, fo ift Am"2; AB.AC—=
AB.AC:Am"3,

§. o1.

Dagd Dreiect ift die mittlere Proportionalfladye jvifden dem Redytede aus dem Halbmeffer ded innern
und eined dufern VevithrungsFreifes und wifdhen dem Jted)ted‘e aus den Halbmeffern der beiden itbrigen du-
flern Weritbrungskreife.

PBeweid, 2 ,(a+b+c)r(§ 52)-§(b+c—a)r' 4. 3523 folglid) itr:3(b-4c—a)
=r':§(a+b+c). Nun it r:iib4+c—a)y=nr':f(b4c—=a)r—=rr':A (§ 33), und

:%(a +b—|—c) F(b+c—a)r:(b+c—a)(a4b4c)=A:r'r" (§. 35. u. §. 44. 3uf.). Golg-
Ild) ftrr': Q=24 :rr"

§. 52.

Das Redted aud der Centrale eines dufern und ded innern BVerithrungsfreifes und aus der Entfer:
nung des Winkels , durdy weldyen die Centrale gebt, von dem Mittelpunkte des innern Beviihrungsbreifes ift
gleidy bem JRedytede aus den beiden Durdymeffern des Winkelfreijes und des innern Veriihrungskreijed.

Beweid. Da (Fig. 1.) GH Durdymeffer ded Winfelfreifes (§. 24.), aljo GAH—=R und GNm’
=8 ift, {o ift GAH—GNm; nun ift aber aud) AGH —=mGN, folglidh AAGH » ANGm, alfo AG:NG
—HG:mG, und daher AG.mG=—HG.NG. Nun ift aber AG.mG—=(Am 4+ mG) mG—=Am.mG 4 mG?
Am.mG 4 BG* (§. 24.). Aber da GH Durdymefler ift, und BL auf GH fenkredyt ftebt, f{o ift BG* —
'GH.GL; folgli) it AG.mG=—Am.mG 4 GH.GL. Gbenfo ift GH.NG—GH (NL 4GL) ==
GH.NL 4+ GH.GL —=GH.mD 4 GH.GL. Danun AG.mG —=GH.NG ift, {o ift aud Am.mG 4 GH.GL
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—GH.mD + GH.GL, folglid Am.mG—=GH.mD=—2Rr, und daher 2Am.mG=2mG.Am=—4Rr

=Dd; aber 2mG=—=mm’ (§. 25.); folglid) ift mm’'. Am —=Dd.
Suf. Folglidy ift mm'. Am —mm”.Bm—mm"™.Cm; bdenn jedes diefer Redytecke ift =—Dd.

§‘~ 530

Das Redpted aud der Centvale eined dufern und ded itnunern Bevithrungsbreifed und aus der Enifers
nung des Winkels, duvc) welchen die Centvale gebt, von dem Mittelpunkte ded genannten dugern Bervithrungs:
Freifes ift gleidy dem MRedytede aus den beiden Durdymeffern des Winfelfreifes und eben diefes Verithrungs:
Freifes.
Beweid. Da (Fig. 1.) Am:Am' =r:r' ift (§. 54.), und Am:Am'—mm’. Am : mm'. Am’, und
ebenfo rir'=d:d'=Dd: Dd, {o ift aud) mm'.Am:mm’. Am'=—=Dd:Dd’. RNun ift aber mm', Am=Dd;
folglidy ift aud) mm'. Am’'=Dd".

§0 54.

Das Redytet aus der Centrale gweier duferer BVerithrungsbreife und aus der Cntfernung ded Winkeld,
durd) welden die Centrale gebt, von dem Mittelpunfte ded einen bdiefer BWerithrungsbreife ift gleidy dem Redht=
ede aus den Dbeiden Durdymeflern ded Winkelbreifes und ded leptern dufern Berihrungskreifes.

Beweid. Da (Fig. 1.) mAm"=—=R (. 5.) und ebenfo mMCm— ift, fo ift m"Am"—m'Cm;
aber audy Am'm’=—Cm'm, folglid it AAmm”’w ACm'm; und daher Am':Cm'—m'm’:mm’, aljo
mm'. Am'=—m'm".Cm’. Yber mm’'.Am'=—=Dd’ (§. 55.), falglid) audh m'm"”".Cm'=Dd".

3nf. Da andy hier mm. Am'— m'm".Cm' —m'm”.Bm’ ift, wie in §. 52. mm'. Am=—mm".Bm
—mm"”.Cm, f{o erhilt man den allgemeinen Sayy: die bdrei Redytede aus je einer der bdrei

Gentralen von dem Mittelpunkie eines BVerithrungsfreifes nad) den MittelpunFten der drei itbri-
gen, und aus ter Entfernung des erftgenannten Mittelpunkted von dem Winkel, durd) weldyen

die betveffende Centrale gebt, haben gleide Grofe.

§. 955,

Dasd Redyted aus der Centrale jweier duferer BVevithrungsbreife und aug der Entfernung des Winkels,
burdy weldpen die Gentrale gebt, von dem Mittelpunfte ded innern Berithrungskreifes ift gleidy dem Redytede
aug dem Durdymeffer des WinkelFreifes und aus dem Ueberfduffe der beiden den genannten Winkel einfdylie:
fenden Ceiten itber die dritte Seite dbes Dreiecks.

Beweid. Da (Jig. 1.) Cm'm=—13 ift (§. 16.) und ebenfo BmD' =33 (§. 48.), {o ift Cm'm=—
Bm'D'; ebenjo ift mCm'—=BD'm'=&; folglih it AmCm’'w> ABD'm’, und daher m'C: mC—=m'D":BD".
Nun ift aber mMC:mC=mm" . MC:mm".mC, und mD":BD'—=r': CD—=r": { (a4-b—c) (§. 15.)
—d:a4-b—c=D4d:D (a+Db—c); felglih ift aud mm".m'C:mm".mC—=Dd :D (a$+b—¢);
aber mm”".m’'C=DJ’ (§. 54.); alfo auh mm”".mC=D (a+-b—c¢).

§. 56.

Das Redyted aus der Centrale gweier dufever BerithrungsFreife und aud der Entfernung des Winkels,
burdy welden die Gentrale gebt, von dem Mittelpunkte ded dritten dufern Vevithrungslreijes ift gleih dem
Redytede aus dem Duvdymefer des WinkelFreifes und augd dem Umfange des Dreiects.

Beweis. Da (Jig. 1.) mD||m"D", aljo AmCD w Am”"CD" ift, fo it mC:m”"C—=CD:CD"”
—%f(@a+b—c):(a+bac) (§.13. §. 12) —afb—ciad-bdc. N ift aber MmC:m"C—=
m'm’.mC:m'm’. m”"C, unpa$b —c:ad-bdc=D(a+b—c):D(a+b-c). Daberift andy m'm".mC
imm”".m"C=D (a+b—c):D(a$b+c); aber mm".mC=D (a4b—c) (§. 55.); folglich ift aud
mm’.m”"C=D (a-p b+ c).

Sufap. Folglid it mm".m"C=mm" . mB=m'm”.m'A; bdenn jeded dicfer Redytecte ift
=D @+b+c).
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. §. 7.

Das Redytedt aus gwei Centralen, die von dem Mittelpunkte des innern Beriihrungsbreifes ju den Mit-
telpuntten gweier duferer Bevithrungslreife geben, ift gleic) dem doppelten Recytece aus dem Durdymeffer des
WinkelFreifes und der Entfernung des ju dem bdritten dufern Bevithrungsbreife gehorigen Winkeld von dem
Mittelpunkte des innern Berithrungsfreifes. o

Beweis. Da (Jig. 1.) Am"m=—Fy (§. 16.) und ECm=—3y ift, fo ift Am"m=—=ECm; ebenfo ift
mAm"—mEC =8 ; folglid ift A Am"mu AECm, und daher Am: mm”"=—Em:Cm, Yber Am:mm"—
mm' . Am;mm’.mm’, utd Em:Cm=—r:Cm =d:2Cm=D4a:2D .Cm. Folglid) ifft mm’'.Am:mn/.mm"
=—=Dd;:2D.Cm. Punijt aber mm’'. Am—D4 (§. 52.); alfo ift aud)y mm'.mm"=—2D,Cm.

Suf. Wlfo ift mm' .mm"4mm'.mm"” 4-mm”’.mm”’ == 2D (Am«{ Bm~-Cm).

§. 58.

Das Redytet aus jwei Centralen der dufern Bevithrungsbreife ift gleid) dem doppelten Redytecte aus
pem Durdymeffer ded Winkelfreifes und aus der Entfernung des Mittelpuntts des beiden Centralen gemeinjdyaft-
liden BerithrungsFreifes von dem ju diefem Kreife geborvigen Winkel.

Beweis., Da (Fig. 1) mm”"C=3F= (§. 16) —m'AF’ und m'Cm”" =m'FA=®R ift, {o ift
Am'm” Co. AmAF’, und daber Cm':m'm” —m'F':m'A. Aber Cm’: m'm” —=m'm". Cm":m'm”. m'm’’ und
mF:mA =r:mA=4d:2m'A=Dd’:2D.m'A. Folglid) iffmm”. Cm’: m'm"”. m'm”=Dd’;:2D.m'A, Run
ift aber mm”.Cm' =D& (§. 54.); folglidy ift audh m'm”.m'm”—2D.m'A,

Buf. 4. Alfo ift mMm”. m'm” = m'm” . m"m"” ~4m'm” .m"'m"” = 2D (m'A ~4~m"B + m"C).
Suf.2. Damm”.mm”=—2D,mA und m'm’.m'm”—=2D.m'A ift, {0ift mm”. nm": m'm”. m'm"
— mA ;m'A,

§. 59.

Das Redytect aus der Gentrale prweier Guferer Bevihrungsreife und aud der Centrale ded dritten du-
fern Berithrungsbreifes und des innern VerithrungsFreifes ift gleidy dem doppelten Redptece aus dem Durd:
mefler tes Winkelbreifes und aus dev von der leptern Centvale durdyfdnittenen Seite des Dreieds.

Beweis. Da (Fig. 1.) mm"m=—%x (§. 16.) ——m'AB und. mm'm” = Bm'A ift, fo ift Hmm'm"
» AmAB, alfo mMm”:mm”=—m'A:AB. Yber mM'm”:mm” —m'm”’.m'm”: m'm".mm"”, und m'A:AB=
mA;c=—2D.m'A;2cD. {Folglih ift m}'m’.mm” :m'm”. mm"”=—=2D .m'A:2cD. DNun ift aber m'm". m'm"”
=2D.m'A (§. 58.); folglid) ift audy m'm".mm" — 2cD.

uf. Daper ift mMm”.mm” 4m'm” . mm’4-m"m"”.mm'=—=2¢ (a~4=b--c) D. Yber audy m'm". Cm"
= (a4b+c) D(§. 56.); folglid) ift mm”.mm" 4 mm"” . mm"~m"m"” . mm'— gm'm”. Cm"”
—om'm"”.Bm’=—=2m'm"”. Am’' (§. 56. ‘Suf.)

g' 600

Die von dem Mittelpuntte des Winkelbreifes yum Mittelpunkte des innern Berithrungsbreifes gehende
Gentrale ift die mittlere Propovtionale zivifdhen dem Halbmeffer des Winkelfreifes und dem Ueberfhuffe diefes
Hatomeffers itber den Durdymeffer des innern BervihrungsFreifes.

Beweid. 8 fep (Fig. 2.) Mm gezogen, und nady S und T bis yur Peripherie des Winkelbreifes
verlingert, fermer fey m' der Mittelpunkt des ju BC gebbrigen dufern Bevihrungsbreifes; piehe Am’, fo
geht Am’ durdy m und mm’ ift in K balbict (§. 25.). Da nun ST in M gleidy und in m ungleid) getbeilt
ift, fo it Sm.mT 4Mm?—=MS?—R? ({. Cuflid. II, 5.). Nun ift aber Sm. mT—mK.Am=—Imm'.Am
=—3Dd (§. 52.) =<2 Rr. Folglidh ift 2Rr 4+ Mm2—R?, aljo Mm2—=R2? — 2Rr —R (R—2r), und da:
ber R:Mm— Mm ;R — ¢or.

Suf. Bei jebem Dreiede alfo, bei weldem bdie Mittelpuntte ded WinkelFreifes und des innern
Yerihrungsbreifes nicht sujammenfallen (alfo bei jedem Dreiede, dag nidyt gleidyfeitig ift), ift der
Halomeffer des Winkelbreifes groger ald dev Durdymeffer des innevn Bevithrungsreifes, oder R>eor.
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§. 61.

Die von dem Mittelpuntte des Winkelbreifed ju dem Mittelpunkte eined dufern Berihrungetreifes ges
bende Gentrale ift die mittlere Proportionale ywifdyen dem Halbmeffer ded Winkelfreifes und der Sumine dies
fes Halbmeffers und des Durdymefferd ded genannten dufern Bevithrungslreifes.

Beweid, 6 fep (Fig.2.) Mm' gegogen; verlingere es, bis es die Peripherie ded WinkelEreifes in N trifft. Da
NL in M palbivt, und,ibe Lm' angefept ift, {o .ift m'N.m'L 4 ML2—=Mm'? (f. GuHid. II, 6.). Run ift aber
wN.oL=mK.m'A=§mm'.mA=3Dd (§. 55.) =2 Br'; folglid) ift Mm* =2 Rr' 4 ML?=9Rr’ { R
=R (R 42r), und daber R: m—Mm R+ or. -

§. 62.

Die von dem Mittelpunfte ded innern Wervithrungslreifes ju dem Mittelpunkte eined dufern Berith:
rungsfreifeé gebende Gentvale ift die mittlere Proportionale jwifdyen dem Durdymeffer deé Winkelfreifes und
der Differeny der Durdymeffer der genannten jwei BVerihrungsbreife. '

Beweid, Da (Fig. 4.) mm’ . m'A=—=Dd’ (§. 53.) und mm’.mA=—Dd (§. 52.) ift, fo ift mm'.m'A
—mm’' . mA—Dd'—Dd=D (d'—d) ; aber mm’. m'A — mm’. mA—mm’ (m'A — mA) ——mm’.mm’ ——mm’3;
folglid ift mm'2=—=D (d'— d), und daher D:mm'—=mm’; d'—d.

§. 63.
Die Centrale yweier duferer Vevithrungslreife ift die mittleve Proportionale gwifden dem Durdymefjer
bed Winkelfreifed und der Summe der Durdymeffer der beiden genannten dufern VevithrungsFreife.
Beweis, Da(Fig. 1.)m'm”". m'C=Dd’, und m'm”.m"C=D4d" ift (§. 54.), {0 ift m'm".m'C4m'm”.m"C
—=Dd' +Dd"=D (d'+ d"); aber m'm".m'C-l—m'm" m'C=m'm" (m'C 4+ m"C) ——m'm”. m'm"“m'm"”
folglidy ift m'm”"*=—=D(d'4-4d"), und daher D:m'm"—m'm":d 4 d".

§. 64.

Dag Quabdrat der Gentrale yweier duferer Berithrungsfreife und das Quabdrat der Cenivale ded bdritten
dugern Bevihrungslreifes und des innern Bevihrungskreifes find jufammen das BVierfache von dem Quabdrate
bed Durdymeffers des Winkelfreifes.

Beweid, Dam'm”’2=—=D (d'+4a") (§.63.) und mm”2=D (d” —d) (§.62.) ift, foift m'm"2 4 mm"?
=D('4-d"+4d"—d). Wber & 4 d" 4 d"—d=—4D (§. 28.); folglidy ift m'm”? 4 mm™2=—4D2,

Buf. 1. G ift alfo aud) m'm”2 -{-mm""'—'mm"" 4 mm’2 —=m"m"? 4+ mm'3,
3uf. 2. Da mMm"?2 -mm”2=—4D2, und m'm”. mm"”=2cD (§. 59.), alfo 2m'm".mm"” —=4¢cD,
fo it mm"¥om'm’. mm”4mm”2—=4D2**4eD, b. b (m’ m” + mm” )2 =4D (D+c)

@3 finden a[fo fo(genbe proei fretige Svroportwnen Statt: 1) 4D:m'm’ 4 mm"=—m'm" 4 mm":D4-c;
2) 4D :m'm’—mm"” —m'm”"—mm";: D —c.

§. 65.

Die Differeny der Quabdrate der von den Mittelpuntten weier duferer Berithrungelreife nad) dem Mit:
telpuntte des dritten dufern Berithrungstreifes gejogenen jwei Centralen ift gleih der Differeny der Quabdrate
ber von den jwei juerft genannten Mittelpunften nady dem Mittelpunfte des innern Verihrungokveifed gejos
genen Gesttralen,

Beweis, Da mm'*=D@+d) umd mm"2=D@~+d") ift, fo it mw’_mwm"=
Dd4d"—d—da")=D(@"—4a"). Ghenfo it mm">=D(Q"—d)" und mm”*=D(A"— d), alfo
‘mm"? — mm"2 =D (d"—d—d"4d)=D (4" —d"); folglidh ift m'm"? — m'm""* —mm"?— mm"'3,

.§0 660
®ic €umme des Quadrate der dret von dem Mittelpunkte des innern Berlibrungelreifes nad) den Mits
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telpunften der dufern Berithrungslreife gehenden Centvalen ift Fleiner ald bas vierfacde Quadrat des Durdy-
meflerd des Winkelfveifed um dad doppelte Redtect aus den Durdymeffern ded Winfelbreifes und des innern
Beriibrungskreifes.

PBeweit. Da mm?=—=D(d'—d), mm"?—=D(@"—d) und mm”>—=D(d"—4d) ift (§. 62.), foift
mm’? 4-mm"? -mm’’? =D (& +d"+d"—5d) =D (@+d'+d"—d—2d)=D (4D —2d) (§. ¢8.)
= 4D2*—2Dd.

§. 67.

Die Summe der Quadvate der drei yon bdem Mittelpuntte eined Gufern Vevithrungsbreifed nady ten
Mittelpunkten der drei andern Verithrungsbreife gebenden Centvalen ift grofer ald das vierfade Quabdrat des
Durdymeffers des Winkelfreifes wm das doppelte RedptecE aus den Duvdymeffern ded WinFelfreifes und des
auerit genannten dufern Berihrungsfreifes.

Beweis. Da mMm2—=D (@' —d), mm"2=D (&' 4-4d") undp m'm""2—=D (& + 4") ift (§. 62. 63.),
fo ift m'm? 4-m'm”? f mm"2=D (34" 4 4"+ 3" —d)=D (&' &'+ d" —d~+24) =D (4D + 2 (§. 28.)
=—=4D2~4-2Dd".

go 680
Die Summe der Quadrate der vier von dem Mittelpunkte ded Winkelfreifes nad)y den Mittelpuntien der
Berithrungsbreife gehenden Centralen ift dreimal fo grof alg das Quabdrat ded Durdymeffers des WinkelFreifes.
Beweid, Da Mm2—R2? —2oRr (§. 60.), Mm’Z:_Rz.‘.gH,-" Mm”2 =—R2 4 oRr” und Mm"'2 —
R 4 oRr” ift (§.64.), fo ift Mm? 4 Mm'2 4- Mm"? 4~ Mm"'2 —=4R? 4= 2R (r' v’ e 1" —r) == 4R3 4= 2R, 4R
(§. 28.) —=4R2-8R2—19R2=—3,4R*—=3D3,

§. 69.

Die- Summe der Quabdrate der drei Seiten ded grofern Centralendreieds ift grofer alé das adifade
Quabdrat des Durdymefferd deé Winkelfreifed um das doppelte Medyted aus den Durdymefiern des Winkelkrei-
fes und ded innevn Berithrungslreifes, dagegen ift die Summe der Quabdrate der drei Seiten eines Hei:
nern Gentralendreiedd Fleiner ald das adytfade Quadrat des Durdymeffers des Winkelbreifes um das doppelte

Redytect aus den Durdymeffern ded WinkelFreifed und desjenigen dufern Bevithrungsfreifes, ju weldem das
Gentralendreied nidt gebort.

PBeweis, Da m'm"2=—=D(d' +4"), mm”2=D (d'+ d") und m"m”"2=D (A" 4 d”) ift (§. 63.),
fo it mMm"24-m'm"24-m"m"?2 =D (ed'+4~2d" f2d") —=2D @ 44" $d")=2D (@ $d" + d"—d + d)
— 2D (4D 4 d) (§. 28.) =—=8D2+42Dd. Gbenfo da m'm"2 =D (&' 4+ d") (§. 63.), mm? =D (&' — d)
md m"'m? =D (@"—d) (§. 62.) ift, fo ift }'m"2 4+ m'm? 4 m"m? =D (2d'+2d" — 2d)=2D (d+4-d"—d)
=D (' 4d"+d"—a —d") == 2D (4D —~ d") (§. 28.) — 8D2» —2D4A".

§. 70.

Der Ueber[dyuf der Quabdrate der bdrei die Mittelpunkie der dufern BVerithrungebreife verbindenden Cen-
tralen Qber die doppelte Summe der Quabdrate der drei Centralen, welde von dem Mittelpunkte des innern
PBerithrungslbreifes nady den Mittelpunkten bder dufern Bevihrungsfreife geben, ift gleid) dem fedhsfachen
Redytete aus den Durdymeffern ded Winkelbreifed und des innern Veviihrungsreifes.

Beweid. D¢ mm’24-m'm"? 4-m"m”? =——8D>42Dd (§. 69.) uvnd mm'? 4- mm"2-mm'’? =;
4D* — 2Dd (§. 66.), alfo 2(mm’?--mm”%4 mm"3) —=8D* —4D4 ift, fo ift mM'Mm"? 4m'm"”3 4~ m"'m"?
~— ¢ (mm'? - mm*2 = mm"'?) == §D 34~ ¢Dd — (§D? = 4Dd) —8D3 4 ¢Dd — gD*4-4Dd—6Dd.
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§. 71.

Die Summe der Quadrate der fedys Centralen, weldye die Miitelpunkte der vier Bevihrungslreife ver:
binden, ift ywolfmal fo grof al8 das Quadrat des Durdymeffers des Winkelfreifed, der Ueberfdhuf der Sum=
me biefer fedyd Quadrate itber die Summe dev vier von dem Mittelpunfte des Winkelfreifed nad)y den IMit-
telpunften der Werithrungsfreife gehenden Centralen neunmal fo grof als das Quadrat des Durdymeffers des
WinkelFreifed , ober gleid) cinem Quadvate, deffen Seite das Dreifache von dem Durdymeffer des Winkelfrei:
fes ift, und endlid die Summe der Quadrate der gehen Centvalen aller finf Kreife gleidh dem finfjebnfacen
Quadrate des Durdymefers des WinFelfreifes. '

PYeweis, Da mm'? 4 mm"? - mm”2 = 4D2 —2Dd (§. 66.) und m'm”? 4 m'm’’? = m"m"2 =
8D2 4 2Dd (§. 69.) ift, {0 ift mm'? 4 mm"? 4~ mm”’2 4~m'm”? - m'm”’2 } m"'m"”2 =4D? —2Dd 4-8D32 4-2Dd
= 42D Ferner ift M2 4~ Mm'2 4 Mm"? 4 Mm"’2 == 3D? (§. 68.); folglid ift mm'2 4~ mm"? 4= mm"'>
o m'm’? 4 m'm”? 4-m"m"”2 — (Mm? 4 Mm'? 4 Min"? 4 Mm"'2?) = 12D? — 3D? = 9gD2 = (3D)?, und
ebenfo mm'?4-mm"? 4~ mm"? 4= m'm”? 4-m'm"’? 4 m’m"? == Mm? § Mm'2 -~ Mm"2 4 Mm"'2 = 12D3~-3D?
= 15D2,

Buf. Da ferner 4 (Mm? 4 Mm'? 4~ Mm"? 4= Mm''?) == 4. 3D2 = 12D* ift, fo iff aud) mm'2
-+ mm"? o mm"? o~ m'm"? e m'm’’2 4~ m'm"”'? = 4 (Mm?2 &= Mm'2 -~ Mm"? 4=« Mm"'3),




Dritter Abschnitt.

VDon der @rofse der aus den bisher genannten £inien und Flachen gebildeten
Rorper.

§. 72.
Dag Parallelepipedon aud den bdrei Seiten des Dreieds ift das BVierfadye von einem Prisma, deffen
Bafis das Dreiet und deffen Hobe der Halbmeffer des Winkelfreifes ift. .
‘ Beweid. Da (Fig. 1.) be=Dh' ift (§. 41.), fo ift abc=Dah’. Yber ah' =12 A ; Folglid ift abe
=2oDA = 4RA.

§. 73.
Das Parallelepipedon aus den Halbmeffern der drei dufern Bevithrungslreife ift bdie Hdlfte eined
Prismas, deffen Bafis dad Dreie, und deffen Hobhe der Umfang des Dreiedd ift.
PBeweis. Da rr': A=A:r'"r"ift (§.51.) und rr': A=rr':ir(a +b~c) (§. 32.)=1r": § (ab4-c),
fo ift audy r:Z(afb4-c)=A:x"r", und daper r'r'r"”" =% (a-+b 4¢) A.
3uf. 1. Da A=](a+b-c)r ift, fo ift aud rr'r" = (ﬁ"%ﬂ)’.r, b. b. bas genannte
Pavallelepipedon ift einem andern Pavallelepipedon gleid), deffen Bafis das Quadrat des halben
Umfangé bdeé Dretefs und deffen Hobe der Halbmeffer ded innern Berithrungslreifes ift.
Zuf. 2. Daaud) abe=4RA ift (§.72.), {o ift r'r’r”:;abe =% (a4b~+¢) A:4RA=F(a+b+c): 4R

=a~b~+ci8R=a4b+4c:4D. C8 ift dbaber r'r'r'" < abc, ba a4-b~4-c<<3D (weila, b, ¢
Ghorden des Winkellreifes find), alfo nod) vielmehr a4-b-4c < 4D ift.

. §. 74.

Das Parallelepipedon aus dem Daldmeffer des innern Bevithrungelreifes und aus den Halbmeffern
swoeier Guferer Berithrungslreife ift die Halfte eined Pridmas, bdeffen BVafis das Dreied und deffen Hobe der
Ueber{dyug der beiden ju den genannten dufern Bervithrungsbreifen gehorigen Seiten itber die dritte Seite ift.

Beweis, Da rr': A=A:r'r" ift (§. 514.) und A:r'r"=3}(@-+b—c)r":r'r"” (§. 33.) =
3 (a4+b—c): 1", fo ift audy rr': A=Z(a4+b—c):r", und daher 'r" =F (a4 b—c) A.

uf. 1. Da A=L(@$b—c)r"ift, fo ift aud rr'r" = ﬁ’?b:.c_)' ., 0. b. baé genannte

Parallefepipedon ift gleidh einem andern, deffen Bafis das Quadrat des halben Ueberfdyufjes
der beiden ju den genannten dufern Berithrungsfreifen gehorigen Seiten itber die dritte Seite,
und deffen Hobe der Haldbmeffer ded dritten dufern Bevuhrungskbreifes ift.

3uf. 2. Da aud) abc=4B2 ift, fo ift or't";abe =] (ar-b —¢) J:4BO =} (a4b—0¢):4R
=a--b—-0:4D.
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§Q 750

Wenn man aud je drei Halbmeffern der vier Berithrungsbreife die vier miglichen Parallelepipeda bil:
bet, fo ift dad aus den bdrei Halbmeffern der dupern Verithrungstreife gebildete {o grof als die Summe bder
drei itbrigen.

Beweid, Da rr’ 4t 4r' v : A=I (ad+b=4c):r ift (§. 45. Suf), fo ift rr'r’ 4~ S-rr'r”
=3 (@+b4c)A. TNun ift aber audy r'r'r"—=%(a4b+c) A (§. 75.); folglid ift r'r'r"” —=rr't" 4-rry”
+ rrllrlll.

Suf. 1. Der Veweid batte audy aud §. 74. gefiihrt werden Fonnen.
Suf. 2. Daber ift audy rr'r’ 4 rr'r”"—=rr'r" —rr'r”, d. h. xr' (" 4-r") =rt" (' —r), und da:

" g

ber 1:"+'r ir'—r—r'rirr, b b. die Summe der Halbmeffer yweier duferer Berihrungskreife
verhdlt fidy yur Differeny des dritten dufern und des mnern Berubrungsbreifed wie das Redytect
aug den betden erfigenannten Halbmeffern jum Redytecfe aus betden lepteren.

g' 76o
Das Parallelepipedon ausd den drei Centralen, welde von dem Mittelpunkte des innern Vevithrungss
Freifes nady den Mittelpuntten dev drei dufern Verithrungskbreife geben, ift das Doppelte eines Pavalelepipe:
dond, deflen Bafid das Quadrat ded Winfelfreifes und deffen Hohe der Duvchmefer des innern Veriihrungs:
Freifes ift.
Beweid, Da mm'.mm"=—2D.Cm (§. 57.) und mm”,Cm=D4A (§. 52.) ift, o ift mm’'.mm":Dd
=2D.Cm:mm”.Cm; aber 2D.Cm;mm".Cm=—2¢D : mm"’; folglid) aud) mm’.mm":Dd=—=2D:mm", und

paher mm' . mm” . mm” —29Dzd.

§. 7. .

Dag Parallelepipedon ausd den drei Centralen, weldhe vou dem Mittelpunkte eined dufern Berithrungs:
Freifes nach den Mistelpunften der drei itbrigen Werithrungskreife geben, ift dag Doppelte eines Parallelepi=
vond, Deffen Vafis das Quadrat des Winkelfreifes und deffen Hohe der Durdymeffer ded evftgenannten dufern
Beruhrungsfreifes ift.

Peweid. Da mm”’.mm"”=—2D.m'A (§. 58.) und m'm.m'A —=DJ' (§. 55.) ift, fo-ift m'm".m'm":Dd’
=—2D.m'A:im'm.m'A; aber 2D.m'A:m'm. mA=—2D:m'm; folglid audy m'm’.m'm":Dd'—¢D:m'm,
und daher mm.m'm"”. m'm"”’ =—=2D3d".

3uf. Da mm'.mm"”.mm"”"=—=2D2d, und mm.mm”.m'm”"=—2D2d’ ift, fo iff mm .mm",mm":
m'm.mm’.mm"=—d:d. .0
§. 78.

Wenn man aud den jededmaligen drei Centvalen, die von dem Mittelpuntte eines jeden der Berith-
vungsfreife nady den Mittelpunkten der drei itbrigen Berithrungsbreife gejogen {ind, ein Paralelepipedon bil:
ven, fo fteben bdie vier dadurdy gebildeten Pavallelepipeda in einem folden Verbhdltniffe ju einander, daf blie
Summe devjenigen drei, welde aus den von den Mittelpunften der drei dufern BVerithrungskreife gezogenen
Gentralen gebildet find, gvofer ift al8 das vierte aus den von dem IMittelpuntte des innern Berithrungskreifes
audgehenden Centvalen gebildete um den adytfacdien Kubus ded Duvdymeffers ded Winkelfreifed oder um den
Kubug des doppelten Durdymeffers des Winkelfreifes.

! n ! re r ”" n”. ’

Beweis,. Da mm.mm”.m'm’'=—2D?d, m"'m.m"m’.m"m”=—2Dd" und m"m.m"m’'.m"”m"’'=
” ! r”, "

2D2d"” (§.77.), und ebenfo mm’.mm” . mm"” =—=2¢D2d (§. 76.) ift, {0 ift ®'m.m'm". m'm"” + m"m.m"m’. m"m"” ==
m”m.m"m’ ,m"m” — mm’. mm”. mm"”=—=2¢D3 (d' 4-d" 4 4" — &) ==2D3.4D (§. 28.) —=8D3—=(2D)3.

§. 79.
Das aud den drei Centralen, weldye den Umfang des grofern Centralendreieds bilden, entftandene Pa-
6
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rallelepipedon ift das Doppelte eined Pavallelepipedons, deffen Bafié dad Quadrat ded Durdymeffers des Win-
Felfreijed und deffen Hobe der Umfang des Dreiedsd ift. .

Beweis. Da (Fig. 4,) mm’".mm”=2D.m'A (§. 53.) und m"'m”. m'A—=D (a4 b 4c) (§. 56.)
ift, fo it mm".mm":D(a-4btc)y=—2D.m'A:m"'m”.m'A; aber 2D.mA:m"'m”.mA—2D:m"'m";
folglih m'my. mm”:D(a+b fc)==2D:m"m"”, und daher m'm”.mm"” . m"m”=—2 (a~+b+4c) D32,

ufag. Da mm’.mm’.mm”=2D2d, und m'm’.m'm”.m"m"=2(@+b4c)D? ift, fo ift

e, n___

mm/. mm’.mm” ;m'm’, m'm”. m"m”"=—d:a4+b e

§' 800

Dasd aud den Centralen, welde den Umfang eined Fleinern Centralendreiedtd bilden, entftandene Pa-
rallelepipedon ift das Doppelte eined Parallelepipedons, deffen Vafis das Quabdrat des Durdymefers des Win-
Felfreifes und deffen Hobe der Ueberfdyuf der beiden ju denfelben dufern Bevithrungskreifen, su welden das
Gentvalendreied gebort, geborvigen Treiecefeiten itber die dritte Ceite ift. )

Beweid. Da (Fig. 4.) mm'.mm’=—=20.Cm (§. 57.) und mm”".Cm=D(a4b—c) (§. 55.) ift,
fo ift mm’.mm":D(a+4b—c)=—2D.Cm:m'm”.Cm; aber QD.Cm:m'm".CmZQD:m'm"j folglid) aud
mm’. mm”; D (a~4b —¢)=2D;m'm", und daher mm'.mm”. m'm" —2 (a-4-b—c) D2,

§. 81.

Daé aus den Centralen, welde den Umfang des grofern Centralendreiects bilden, entftandene Parallel:
epipedon ift gleid) der Summe bder drei aus den Centralen, welde die Umfange der Fleinern Gentralendreiece
bilden, entjtandenen Pavallelepipeda.

Beweid. Da mm'.mm”’.mm"=—2(a+b—c)D?, mm'.mm”.m'm'" —2 (a4-¢c—b)D2, und
mm’ . mm” . m"m" =2 (b + ¢c—a) D2ift (§. 80.), fo ift mm’. mm". m'm” + mm’' . mm"” . m'm” 4- mm”.mm".m"'m"
—2(@+b—ctatc-—b4b-tc—a)D*—=2(afbac)D3; aber aud m'm".m'm”.m"'m”—
g(@a+b+4c) D2 (§. 79.); folglih ift m'm” . m'm”.m"'m” —= mm', mm’ . m'm” 4 mm’'. mm”, m'm"”

"__m

” o
4 mm’ . mm’,mm",

§. 82.

MWenn man die fedhd Stitfe, in weldhe die Centralen, bdie das grogeve Centvalendreied bilden, bdurd
die Winfel ded Urbreied getheilt werden, in jwei Gruppen ordnet von je drei Stien, bdie Feinen gemein:
fhaftlichen Endpunkt haben, o ift das Parallelepipedon aus den drei Stirfen der einen Gruppe gleidy dem
Parvallelepipedon aud denen der andern, und jedes diefer Parallelepipeda ift gleidy dem Pavallelepipedon aus
den Seiten desd Urdreiecks.

Beweis. Da (Fig. 1.) Am'BCw Am"’ACo Am”AB ift (§. 17. 3uf. 2.), fo ift m’B:m"A —
BC:m"C, alfo mB.m"C—m"A.BC. Gbenfo ift mC:m”"A—BC:m”B, alfo m'C.m"B—m"A.BC.
Daber ift m®B.m"C:m'C.m”"B——=m"A . BC :m"”A.BC; aber m"A.BC: m”A.BC=—=m"A : m"A; folglid)
aud) m'B.m"C:m'C.m"B=—m"A:m”A, und daher m'B.m"C.m"A==m'C. m"A.m"B. Ferner ift AB.AC
—m"A.m"A (§ 42.) und nad) dem Obigen mB . m'C——=m"A, BC; alfo AB.AC: m'B.m"C—=m"A.m"A
sm’A .BC; aber m"A.m"A:m"A.BC—m"A:BC; folglidy audh AB.AC:m'B.m"C—=m"”A': BC, und
daher m'B . m"C. m"A — AB . AC.BC€ —abc, alfo aud) m'C.m"A.m"B — abc.

‘Suf. 4. Daber ift aud) mB. m"C.m"A=—=4R A (. 72.) und e¢benfo m'C. m"A. m"B=4R A.

Suf. 2. Cin dbnliher Sap Fann auf diefelbe Urt fir die Fleineren Centralendreiecte bewviefen wers
den, wenn man 3. B. von mm’ die beiden Stide mA, m'A gelten (gt u. . w.

‘ 5. 83.
Das Pavallelepipedon aus ben bret gevaden Linten, welde von bem Mittefpunlte bed innern Beriihe
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rungsbreifes nad) den drei Winfelfpitien des Dreiects gejogen find, ift das Bierfacpe eined Parallelepipedons,
beffen Bafis das Quabdrat ded Halbmeffers ded innern Vevithrungskreifed und deffen Hobe der Halbmeffer des
Winkelbreifes ift.

Beweisd. Da (Fig. 1) mm'C=%p (§. 16) —mBD und mCm'=mDB—=NR ift, fo ift
ALAmmC o AmBD, und daher mC:mD — mm’:mB, aljo mB.mC—mm'.mD=—mm’.r. Nun ift mm'.mA
=Dd (§. 52.) = 4Br; alje ift mB.mC: {ir—mm’.r :mm’.mA; aber mm’'.r:mm'.mA=r:mA; bdaber
ift aud) mB.mC: 4Rr—=r:mA, und daher mA . mB . mC=—4Rr2,

Suf. 1. Da abe=4R A ift (§. 72.), fo ift mA .mB . mC : abc—4Rr2: 4R A=r?: A==r2:
jr(a+b4c) (§. 32.) =r:j(af+bfc)=—=d:a4b+4c.
uf. 2. Da mm’.mm”. mm”=—2D?d=16R?r ift, fo ift mA.mD.mC:mm'.mm".mm"’ =
4Rr2: 16R2r—r: 4R.

§. 84.

Das Paralelepipedon aud den gevaden Linien, welde von dem Mittelpunkte eined dufern Berithrungs:
Freifes nady den drei Winkelfpien des Dreiectd gejogen find, ift das Vierfadpe eines Pavallelepipedons, bdefr
fen Bafis das Quabdrat des Halbmeffers tiefes dufern Vervithrungskreifes und deffen Hobe der Halbmefjer des
WinkelFreifes ift.

Veweis. Da (Fig. 1.) Bmm=—4%y (§. 16,) und Cm'D'=73 ¢ (§. 18.) ift, fo ift Bm'm=Cm'D’;
nun ift aud) mBm'—=m'DC==R ; folglid) it AmmBw Am'CD’, und daher m'B:m'D'=—m'm:m'C, aljo
m'B. m'C=m'm.mD'=m'm.r. Nun ift m®'m.m'A=—=Dd —4Re’ (§. 53.), alfo mB.m'C;4Rr'=
mm.r :m'm.m'A; aber mMm.r':m'm.mA=—=r":m'A; alfo aud) m'B.m'C:4R'—=1x': m'A, und dabher
mA.m'B.m'C— 4Rr‘2,

3uf. 1. Da abe=—4R A ift (§. 72.), fo ift m’A . m'B . m'C:abc—4Rr2;4RA—=1r"?: A=
r2:3r (b+c—a) (§. 33.) —=r:i(b+c—a)—d‘:b4c—a.

Suf. 2. Dam'm .m'm”. m'm” = 29Dd’' (§.77.) = 16R*r’ ift, fo ift m'A .m'B.m'C: m'm.m’'m”. m'm"”
—4Rr?; 16Rr' —1r': 4R. '

§. 85.

Das Parallelepipedon aus den drei geraden Linien, mwelde von den Mittelpuntien bder drei dufern
Berithrungskreije nad)y den ipnen jugebdrigen Winkeln geben, ift gleidy einem Pavallelepipedon, peffen Bafis
das Quabrat des Umfang3 ded Dreiedd und deffen Hobe der Halbmefjer des Winkelbreifes ift.

BVeweisd. Da (Fig. 1) mMmA—=—3 g =m"BD” und m'Am"—m"D"B=RR ift, fo ift A m'Am”
o Am’BD’, und daber mA:BD"=—=m'm”":m'B, aljo mA.m"B—m'm".BD' —=m'm".(a-+b }¢)
(6. 12.). Nun ift audy m'm’.m”"C=D(a+b4c)=—2R(a+b }c) (§. 56.); folglidh ift mA.m"B
:oR (a+bfc)-=mm’ .} (a4 b4-c):m'm”".m"C; aber m'm”. § (a<4-b 4-¢) : mm”. m"C =% (a+4b~4-c)
cm’’C; aljo audy m'A . m"B:2R(a4b4-c¢)—Z(@4+b-4c):m”C, und daber m'A.m"B.m"C =
R (a+Db $c)

3uf. 1. Da w'A, m"B, m”C bie Hohenverpendifel des grofern Centvalendreies find, fo it fidy
ber Gap audy fo ausdritfen: tas Parallelepipedon aus den drei Hobenperpenditeln bed grofern
Gentralendreied's ift gleid) u. . w., wodburd) feine Analogie mit dem Lebrfaye des folgenten Pa-
vagrapben f{idy geigt.

Buf. 2. Da mm”". mm” . m'm” —=2(afb4¢)D? (§. 79.) —8(a LbLc)R2 i, fo ijt
m'A,. m'B.m"C:mm”" . mm”. m"m”" —=R(a+4b~4c)2:8(a+btc)R2=—=a+bfe:SR
— a~b--c:4D.

a-h4-c \ 2

3uf. 5. Da rr'r” :( P r—=%r(a+b$e¢)ift (§.75. 3uf.1.), {0 ift m’A . m"B, m'C

irvr=RGa+bfc):ir(atbte)>)—=R:ir—4R:r—=—2D:r.
Suf. 4. Da aud) mm’. mm”. mm"” ; mA.mB.mC—4R :r ift (§. 83. 3uf. 2.), {o ift mm . mm*.mm"

"w_irn

imA, mB.mC—m'A. m"B.m'’C: r2'r".
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Buf. 5. Da abe=4RA ift (§. 72.), {o ift aud)y m'A.m"B. m"”C: abc =R (a-bt¢)2:4R A
=@+b+e):isA=((E+b+c)2:4.ir (a4 b=4-¢) (§.32.) —=a4b4c: gr=a-+b-tc:d.

Buf. 6. Da aud"abc:mA.mB. mC =a+b-c:dift (§. 85. 3uf. 1.), fo ifft m®A.m’B.m"C
:abc =abc:mA.mB.mC d. b. dag Pavallelepipedon aus den drei Sciten des Dreiects ift die
mittleve Proportionalfliche ywifchen den Parallelepipeden aud den Hohenperpendifeln des grogern
Gentralendretedtd und aus den von dem Mittelpunkte ded innern Werithrungsbreifes nad) ven
Winkelfpigen des Dreiedd gejogenen geraden Linien.

§. 86.

Das Pavallelepipedon aus den drei Hohenpevpendifeln eines Heinern Centralendreieds ift gleid) einem
Pavallelepipedon, deffen Bafis dag Quadrat des Ueberfdhuffes Ter ywei Dreiectsfeiten, weldye ju den dem Cen:
tralendreiede angeborigen dufern Berithrungsbreifen gehoven, iber die dritte Seite, und deffen Hobe ver
Halomeffer des Winkelbreifes ift. -

Beweis. Da (Fig. 1.) mm'A =Zx+ Iy (§. 17.) = m'BD’, und mAm" =m'D'B=2 ift, fo
it Amm’Aw Am'BD’, alfo m"A:BD’ —=m'm”: m'B, und bdahper m"A.m'B—m'm” BD'=m'm". CD
. 4) —=mm". 3 (@a+b—c) ((.15.); aber mm’. mC =D (a+b—c)=2R (a4b—c) (§. 55.);
folglidy ift m"A.m'B:2R (a4+b—c)=—=mm". f (a4 b —c) : mm".mC. @3 ift aber mm’.§ (af b—c)
:m'm’ . mC—3 (a++b = ¢):mC; alfo ift m"A.m'B: 2R (a++b —¢c)=—3F (a-+b—c):mC, und bdaher
m‘A.m'B. mC—R (a+b —c)2.

Suf. 4. Da mm'.mm’.mm” —¢2 (a4+b—¢)D? (§. 30.) =8 (a+b—c) R* ift, fo ift
m’A,.m'B.mC:;mm’.mm".mm” —R (a--b—c¢)?:8 (a+b—c)R? —a-4b—c:8R —=<
a$b—c:i4D.

b—c \2 . . " ’
Fuf. 2. Da v’ = (ig—) " =%r" (a-b—c)2 (§.74. 3uf. 1.) ift, o ift m\"A . m'B.mC
srrr" =R (a4 b—c)?: I r (a+b—c)* =R: I r"—4R:r" —2oD:r".
3uf. 3. Da aud m”m.m"m'.m"m":m"A. m"”B . m"”"C = 4R:x" ift (§. 84. 3uf. 2.), fo ift

m__r ne__mn "

m m,m”"m’.m"”"m"”; m”A . m”B.m"”C— m"A . mB. mC:rrr”.

Suf. 4. Da abe=— 4R A ift (§. 72.), fo it aud)y m"A, m'B. mC :abc —=R(a<+b —c)2:4RA
— (a+b—c)?: 4 = (a4b—c)?:4.3r" (a4+=~b—c) (§.33.) —a~b—c:2r” —
avl-b—c:d”.

Suf. 5. Da aud) abe:m”A.m"B.m”"C —ab—c:d” ift (§.84. 3uf.1.), {o ift m®"A.m'B, mC
sabc—abc:m”A.m"B.m"C, b. bh. das Pavallelepipedon aus den drei Seiten ded Dreieds
ift die mittlere Proportionalfidcde zwifden den Parallelepipeden aus den Hohenperpendifeln ei:
ned Fleinern Centralendreiets und aus den von dem Mittelpunkte ded nicdht ju diefem Centralen:
i)reiecﬁfe’3 geborigen dufern Berithrungslreifes nady den Winkelfpisen ded Dreieds gejogenen ge:
raden Linien. ‘




Dierter Abschnitt,

Don den gemeinschaftlichen Durchschnittspunkten verschiedener gerader Linien
und ihrer gegenseitigen age gegen einander und gegen die Mittelpunkte
Der Rreise.

§. 87.

Der von dem Mittelpuntie des Winkelfreifes auf eine Seite ded Dreiecks gefdllte Perpendifel ift halb
fo grof ald der obere Wbfdnitt ded auf diefer Seite ftehenden Hobenperpendifels.

Beweid, E8 fey (Fig. 3.) MN ber auf BC von dem Mittelpunfte M des Winkelbreifes gefillte Pevs
pendifel, AG DHohenperpendifel auf BC, L der gemeinfdyaftlidye Durdyfdynitt aller Hobenperpendifel, und alfo
AL ber obeve AUbf{dynitt ded Hobenpervendifels AG. Falle von M den Perpendifel MP auf AB und jiehe NP,
Da BC und AB Ghorden des Winkelfreifes find, fo werden fie durd) die Perpendifel MN und MP Dalbirt;
folglidy ift NP ||AC und NP =ZAC. Da nun audy MN||AL und MP||CL ift, fo find die Seiten ded Dreieds
MNP yparallel den Seiten des Dreieds ALC, alfo ift AMNP w AALC, und daher MN: AL=NP :AC;
aber nady dem Obigen ift NP=3AC; folglid) ift audy MN=  AL.

§. 88.

Das Quadvat ded Durdymefierd des Winkelfreifes ift gleid) der Summe der Quadrate einer Seite des
Dreiedd und ded obern YOfdnittd von dem auf diefer Seite ftehenden Hophenperpendikel.

Beweid. 3iehe MC (Fig. 3.), fo ift MC? = NC* 4- MN2, b. h. Rz==(BC)? 4 (£AL)2(§. 87.);
folglih D* = BC2 4- AL2,

§. 89.

DVerlingert man den Hohenperpendifel einer Seite bis jur Peripherie des Winkelfreifed, fo ift diefe
DBerlingerung gleich dem untern Ab{hnitte des Hohenperpendikels.

Beweis. E3 fey (Jig. 5.) AG nady Q verlingert. Da AGB =R ijt, {o ift ABG4BAG=N);
Gbenfo da CHB =R ift, o ift KBC 4+ KCB={; folglidy ift ABG+BAG=KBC+KCB; aber ABG=
KBC; folglidy ift BAG=KCB. Nun ift weiter AGB=LGC =R ; daber ift L ABG w» ALGC, und da:
ber AG:CG=BG:LG, alfo AG.LG=CG.BG. Da ferner die Chorden AQ und BC fid) in G {dneiden,
fo ift AG.GQ=CG.BGj; alfo ift AG.LG=AG.GQ, und daher LG=GQ.

§0 900
Dag Redhtet aus dem von dem Mittelpunfte des Winkelfreifes auf eine Seite ded Dreiedd gefdllten
Perpendifel und aus dem untern Ybfdhnitte des su eben diefer Seite gehorvigen Hobenperpendifeld ift gleidy
dem Redytede aus den entfpredyenden Linien fitr eine zweite Dreieddfeite.
7
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Beweis. Da (Jig. 3.) AL.LQ=BL.LR, unp AL=2MN, LQ=2LG, BL=2MO, LR=
g2 LH ift (§. 87. 89.), fo ift e MN.2LG=2MO.2LH, d. b. 4 MN.LG=4MO.LH; alfo ift aud) MN.LG
= MO.LH.

§. 91.

Der Mittelpuntt ded Winkelfreijes, der Durdyfchnittdpunkt der Hohenperpendifel und der Sdywerpunkt
liegen in einer gevaden Linie, und jwar ift der Shwerpunkt von dem Durdyfdnittspuntte der Hohenperpen:
difel doppelt fo weit entfernt ald von dem Mittelpunktte des Winfelfreifes.

Beweid. 3 fey (Jig. 3.) ML gegogen; jiebe AN, fo liegt der Schwerpunkt des Dreiedd auf AN,
weil BC in N balbivt ift (f. Ginleitung MNr. 5.). E8 werde nun ML durd) AN in S gefdnitten, fo ift ASL
=MSN, und dba AL||MN ift, audy LAS=—SNM, folglidy /A ALS » /A SMN, und daher AL: MN—AS:SN
—LS:SM. Uber AL—2MN (§. 87.), frlglid audy AS=—2SN, alfo ift S der Sdwerpunkt, da bdiefer
auf AN fo liegt, daf feine Gutfernung von A das Doppelte feiner Cnifernung von N ift (. Sinleit. Nr. 5.);
ebenjo ift SL—2SM; alfo liegen die bdrei genanuten Punfte in einer gevaden Linie und SL ift das Doy:
yelte von SM.

Suf. 4. Alde Sdpe von §. 87 —91 gelten ebenfo von dem redytwinkligen und frumpfwinkligen Drei-
edfe; nur fallen beim evftern bdie Punfte L, H, K auf A, wenn der vedte Winkel in A liegt;
ift aber der Winkel A ftumpf, o liegen die Punfte L, H, K, alfo aud) die Linien LHR und
LK auferbalb ded Kreifes.

Suf. 2. Die Sahl der Lehrfipe itber die Ab{dhnitte der Hobenperpendifel [aft fid nod) mit Hitlfe
der Paragrapben 26 -—51. unter Veviikfiditigung der im IJujape ju §. 31. gemadyten Bemertun:
gen itber das frumypfinflige Dreiect vermebren, da AL—2p’, BL—2p"” und CL=2p" iit.

tamentlid) ift 3. B. (nad) §. 51.) AL 4 BL + CL—=D~-d fiir das fpigwinklige Dreied und
BLA4-CL—AL=—D d fiir das bei A ftumpfwinklige Dreiect u. f. w.

§. 92.

Wenn man von gwei Winkeljpigen ded Dreieds nad) den dufern Vevithrungspunften der gegeniiber:
Tiegenden Seiten gerade Linien 3iebt, fo fdneiden fich diefe Linien fo, daf fid) der obeve AL{hunitt einer jeden
u ihrem untern Abfdnitte verhdlt, wie die Seite, nady welder fie gejogen ift, ju einer der beiden innern
QTangenten, welhe von dem gegenitberliegenden 2Winfel ausgehen.

Beweis. &8 fepen (Fig. 4.) in AABC bdie innern Bervithrungspuntte D, E, F, bdie augern D’,
E", F” und e8 fepen AD' und BE" gejegen, bdie fid in H {dneiden. Durd) C ziehe CG ||AD’, big e8 die Ber-
Kingerung von BE” in G triffit, fo ift AABE” »» ACGE” und daher AH:CG=—=AE":CE"—AE":AE
. 4.). Gbenfo ift ABCG » ABDH und paher CG:HD’—=BC:BD'—=BC: AE" (§. 6.). Da nun

AH:CG —AE": AE und
CG :HD'=—BC :AE" ift, {o ift aud
AH:HD' —BC : AE.
Suf. Daber it AH 4+ HD': AH——BC+ AE:BC. Aber BC+ AE—=BC 4 CE" (§.4.) —=BC+4-CD”
(f. $ig. 1.) —=BD"=—ZX(a4+b+4c) (§. 12); folglidh ift AD:AH—=2Z(a4b+c):a=
a--b4c:2a, Gbenfo ift AD';HD'—3 (a4 bte):AE—=3(a4b+c):3(b+c—a)=
afb4c:bfec—a.

§. 93.

Die brei geraden Linien, welde von den Winfelfpigen ded Dreieds nady den dufern Bevithrungspunt:
ten ber gegeniiberliegenden Seiten gegogen werden, fchnetden fid) in einem eingigen Punkte.

Beweid, G werde (Jig. 4.) AD’ dpurd) BE” in H gefdhnitten, fo ift AD':AH—a~+b~4c:2a
(§. 92. Suf.); eé werde nun ebenfo AD’ dpurd) CF” in einem Punkte gefdhnitten, der vorldufig mit X be:
aeidymet werden foll, fo ift ebenfo AD*:AX—a~+b~-c:2a (§.92. 3uf.); folglidy ift AD’:AH—AD':AX;
der Punft X filt alfo mit dem Punfte H jufammen, und CF” gebht aud) durd) den Edneidungspuntt H der
Qinien AD’ und BE".
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3uf. DaBC+ CE"=BC~4-CD" (Fig. 1.) — 3 (a+b=-c), alfo ebenfo BA 4 AE"—=3 (afb+c)
ift, fo wird durd) BE” der Umfang des Dreiedts halbiri; daflelbe findet Statt bei den Linien
AD', CF". Der obige Lebrfap aft fid) daber audy fo ausdriren: bdie von den Winkelfpipen
nac)y den auf ten gegenitberltegenden Seiten liegenden Halbivungspunkten ded Umfangé vom
Dreiece gejogenen geraden Linien fdyneiden fich in einem eingigen Punkte.

§. 94.

Die gerade Linie, welde von einer Winkelfpige nady dem dufern Vevithrungspunkte der gegenitber lie:
genden eite gejogen wird, ift pavallel der geraden Linie, welde den Mittelpunkt des innern BVerihrungsbrei:
fed mit dem Dalbivungspunktte eben dicfer Seite verbinbdet.

Beweid. G fey (Jig. 4.) BC in K haldivt und mK gejogen; ziehe ferner mA, mB, mC, mD,
mD’, und AK. Da BD=.CD’ (§. 4.) und BE—=CK ift, fo ift DK=—=DK und daher A mKD'=—=A mKD,
alje AmKD' =3 AmDD’; aber DD'=—=AC—AB (§. 8.), und diz auf deir Grundlinien DD, AC, AB
ftebenden Dreiecte mDD’, mAC, mAB baben gleide Hobe —r; folglid) it AmDD'—=AmAC—AmAB,
und daher AmKD' =3 (A mAC— A mAB). Fernerift AAKC— A AKB; aber A AKC—=AmKC — AmAK
= AmAC4 AmKC— AmAK, und A AKB=—AmAB+ AmKB 4 A mAK; folglid) ift AmAC+ AmKC
— AMAR=AmAB+ AmKB+ AmAK, und daher, weil KC—KB, folgliy AmKC—= AmKB ift,
audhy AmAC - AmAR=AmAB+AmAK; alfo AmAC—=AmAB+2 AmAK; taher 2 AmAK—
AmAC—AmAB, und folglih AmAK=3%(AmAC— /4, mAB). MNad dem Dbigen aber ift aud) A mKD’
=1(AmAC—AmAB); folglid) iff AmKD'—=AmAK. Da nun beide Dreiecfe die gemeinfdyaftlidhe Grund=
linie mK baben, fo liegen fie jwifdien einevlei Parallelen und ed ift daber AD'|| mK.

§. 95.

Die gerade Linie, welde von einer Winkelfpie nady dem dufern BVevithrungdpunkte der gegenitberlie:
genden Seite gegogen ift, fdhneidet die Verlingerung ded an den innern Verithrungspunkt diefer Seite gezo:
genen Halbmeffers des innern Bevithrungsbreifes auf der Pervipberie diefes Kreifes.

Beweis, C8 {dmneide (Fig. 4.) AD’ die Verlingerung ded Halbmeffers mD in N, fo ift, weil
mK || ND' ift (§. 95.) DK:KD'—=mD : mN. Jhun ift aber DK=—=I)"; folglid) ift audy mD —mN, und da-
ber, weil mD Halbmeffer des innern Berithrungskreifes ift, audy mN Halbmeffer diefes. Kreifed; N liegt da-
ber auf ber Peripherie deffelben.

50 960

Der obere Abjchnitt der von einer Winkelfpige nady dem dufern Berithrungspuntte ter gegenitberliegens
den Seite geyogenen gervaden Linie ift doppelt fo grof ald die von dem Mittelpunfte des innern Berubhrungs-
Freifes nady dem Halbirungspunkte ebendiefer Seite gejogene gerade Linie.

Beweis., ¢ fey H (Fig. 4.) der Durdyfchnittspunkt der drei von den Winkelfpiten an die dufern
Berithrungspunkte gesogenen Linien AD’, BE”, CF”, alfo AH und BH bdie obern Ab{dnitte der Linten AD",
BE", ferner fepen K und L bdie DHalbivungspunfte dev Seiten BC und AC; jiehe mK, mL, K. Da BC
und AC in K und L balbirt find, fo ift KL || AB und KL—3 AB; ferner ift mK || AH nud mL || BH (§. 94.) ;
folglidy find die Seiten des Dreietd mKL pavallel den Seiten ded Dreieds ABH; alfo ift AmKL » AABH,
und daber ift KL:AB—mK: AH—mL:BH. Nad bdem Obigen aber it AB—2KL; folglid) ift audy
AH—2mK und BH—2mlL,

§. 97.

Der Mittelpunkt ded innern Berithrungsbreifes, der Durdfhnittspunts der drei von den Winkelfpiger
an bie dufern Berithrungspunkte der gegenitberliegenden Seiten gejogenen geraden Linien und der Sdywer=
punft des Dreiedd liegen in einer geraden Linie, wnd jwvar ift der Sdwerpunft von dem genamnten Durdy=
{dnittepunkte boppelt fo weit entfernt, ald von dem Mittelpunkte ded innern Vevithrungskreifes.
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Beweis. €3 fey (Fig. 4.) H der genannte Durfdhnittdpunkt, und m der genannte Mittelpunkt; jiehe
Hm und AK, bdie fid) in S {dyneiden, fo liegt der Schwerpunft ded Dreiedts auf AK (f. Ginleit, Nr. 5.).
Da nun mK || AD' ift, fo ift KmH—mHA und mKA=—HAK; folglid) iff AmSKwn AASH, unb daber
mK: AH—SK:AS; aber AH—2omK (§. 96.), aljo auch AS—=2SK. JFolglid) ift S dber Shwerpunft des
Dreieds, (f. Cinleit. Ne. 5.).  Ferner ift wegen bder Uehnlidhfeit der genannten Dreiede aud) mK:AH—
mS:SH, und daber audy SH=—2omS, alfo S von H doppelt fo weit entfernt ald von m.

Suf. Da audy der Mittelpunft des. Winkelkreifes, der Durdfdnittspunkt der Hohenperpendifel und
ter Schwerpuntt in einer geraden Linie fiegen, und der Schwerpunkt von diefem Durd)fchnittspuntte
ebenfallé dopypelt fo weit entfernt ift, al8 von dem Mittelpunfte ded Winkelfreifes (§. 94.), fo
laft fich leicht vermittelft der Aehnlidifeit der Dretede geigen, bdaf Ddie Cnifernung ded Duvd):
fchnittspunftes der Hobenperpendifel von dem Durd)fchnittspuntte der von den Winkelfpigen nad
den dupern Berithrungspunkten der gegenitberliegenden Seiten gegogenen geraden Linien doppelt
fo grop ift, als die Cntfernung ded Mittelpunktes ded Winkelfretfes von dem IMittelpunkte des
innern Berithrungsbreifed, und daf bdie Verbindungslinie ded erften Paards von Punften der
Bevbindungslinie ded weiten Paars ypavallel ift.

) §. 98.

Wenn man von jwei Winfelfpiben des Dreiects nady den innern Berithrungspunkten der gegenitberlie:
genden Seiten gerade Linien zieht, {o {dueiden fid) diefe Linien fo, daf der untere AUb{dynitt einer jeden ju
ihrem obern Abfchnitte fid) verhdlt, wie das Redyted ausd den innern Tangenten der Seite, nady welder die
Linie gejogen ift, su der Summe der NRedytecfe aud den innern Jangenten der beiden anbdern Seiten, oder
wie der Halbmefler ded ju der erfigenannten Seite gehovigen dugern Bervithrungsfreifed zu der Gumme der
Halbmefler der ju den beiden andern Seiten gehovigen dufern Vevithrungsfreife.

Beweid, ¢ feyen (Fig. 5.) in dem Dreiefe ABC, deffen innere Bevithrungdpuutte D, E, F, bdie
dufern D', E”, F” find, AD und BE gejogen, die {ih in G {dneiden. Durd) C iche CH || BE, big es
die Verldngerung von AD in H trifft, {o ift AAGEw AACH, und daber GE:CH=—AE:AC; e¢benfo ift
ACDH «» A BDG und daher CH:BG=CD:BD. Da nun

GE:CH=AE:AC, und
CH:BG=CD:BD ijt, fo ift aud
GE:BG=AE.CD:AC.BD=AE.CD: (AE+4-CE) BD
—=AE.CD:AE.BD-+CE.BD=AE.CE:AF.BF+4-CD.BD.
Da ferner AE,CE=rr", AF.BF=rr"” und CD.BD—rr' ift (§. 45.), {0.ift AE.CE:AF.BF 4 CD.BD
=r":rr” rr'—=rr";r (r'4-r") =r":r' +r7; folglid ift aud) GE:BG—=x":r'~41r". '
Suf. Daber ift GE:GE +BG—r":r'41"~41", d. . GE:BE=r":r'4-t" 41", Gbenfo ift
BG:BE=r 41" :r' 41" 1"

§. 99.

Die drei geraden Linien, weldhe von den Winkelfpigen des Dreiekd nad) den innern Berithrungspunk:
ten der gegenitberliegenden Seiten gegogen werden, {chuneiden fidy in einem eingigen Puntte.

PBeweis. 8 werde {(Jig. 5.) BE durd) AD in G gefdhnitten, fo ift GE:BE—=r":r'r"~=r"
(6. 98. Buf.). @8 werde nun ebenfo BE durdy CF in einem Punkte gefdhnitten, der vorliufig mit X begeich-
net werden foll, {o ift ebenfo XE:BE=—r":r' " 1" (§. 98. 3uf.); folglid) iff GE:BE—XE:BE, alfo
GE —XE; der Punkt X filt alfo mit dem Punfte G jufammen, und CF gebt aud) durdy den Schneidungs:
punft G der Linien AD und BE.

§. 100.
Die gerade Linie, welde von einer Winkelfpise nad) dem innern Berithrungdpuntie der gegenitberlie:
genben Ceite gezogen wird, ift pavallel der gevaden Linie, weldye den Mittelpuntt ded yu diefer Seite geboriz
gen dufern Berithrungsbreifes mit dem Halbivungspunite eben diefer Seite verbindet.
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Beweid. G fep (Fig. 5.) AB in K balbirt, und m"K gejogen; jiebe ferner m”A, m"B, m”C,
m"F”, m"F und CK. RNun ift AF—=BF" (§. 4.) und AK—=BK, alfo FK—F"K, und bdaber Am"FK
— Am"F"K, alfo Am"FK=—I Am"”FF"”. Nun ift aber FF"=—=BC —AC (§.8.) und die auf den Grunbdlis
nien FF”, BC, AC ftebenden Dreiefe m”"FF”, m"BC, m”AC baben gleidhe Hohe —r"; folglidy ift
AmMFF'=Am"BC—Am"AC, und bdaher A m"FK—}(Am"BC—Am"”AC). Terner ift AACK=—
ABCK; aber AACK=—ACHKm"” — Am"AK—Am"AC+Am”"KC—Am"AK, und ABCK=— Am"BC
—Am"KC—Am”KB; folglih it Am"AC+Am "' KC—Am"AK—=Am"BC—Am"KC—Am"KB, und
daper, weil AK=—KB, folgli) Am"AK=Am"KB ift, audy Am"AC—+ Am"KC=Am”BC— Am"KC.
Folglih if Am"AC+2Am'KC—=Am"BC, alfo 2Am"KC—=Am"BC—Am"”AC, und dahper Am”KC
=3(Am"BC—Am"AC). MNad) dem Obigen ift aber audh Am"FK—I(Am”"BC—Am"AC); folglid ift
Am"KC=Am"FK. Da nun beide Dreiecfe die gemeinfdhaftliche Grundlinie m”K haben, fo liegen fie zivic
fiben einerlei Pavallelen, und ed ijt daper CF || m"K,

§. 101.

Die Verldngerung der geraden Linie, weldhe von einer Winkelfpige nad)y dem innern Berithrungdpunkte
ber gegenitberliegenden Seite gegogen ift, und die Verlingerung ded an den duferp BVerithrungspunkt diejer
©eite von dem Mittelpunkte des ju ibv geborvigen dufern Vevithrungsbreifed gejogenen Halbmeffers f{dyneiden
einander auf der Peripherie ded genannten BVerithrungskreifes.

PVeweis. Eo {dneiden (Fig. 5.) die verlingerte Linie CF und bder verldngerte DHalbmeffer m"F™
einander in L, fo ift, weil m""K||CL ijt (§. 100.), m"F": m"L=—F"IK:KF. Tun ift F"K—=KF, folgs
lid audy m"F"—=m"L und daber, weil m"F” Halomeffer ift, audy m”L Halbmeffer; L liegt alfo auf der
Kreidpeviphevie.

Z

§. 102.

Wenn man von den Mittelpunften jweier duferer Veriihrungskreife an die Halbirungspunkte der ibs
nen jugebovigen Seiten gevade Linien jiebt, und diefe bid ju ihrem Duvdyfchnittdpunkte verldngert, fo ift die
Gutfernung diefed Durdyfchnittspunttes von dem Halbivungspunkte einer Seite hald fo grof ald der obere Ab=
fibnitt der an den innern Verihrungdpunkt eben diefer Seite von dem gegenitberlicgenden Winkel gejogenen
geraden Yinie. )

Beweid. 3 feyen (Fig. 5.) die Halbivungspunfte der Seiten K, N, O, und e8 fepen m'N und
m"O gegogen, die fid). verldngert in P fdhneiden. Fevner fdhneiden fich die an die innern Vevithrungspunkie
ber Eeiten BC und AC geyogenen geraden Linien in G, und AG und BG fepen die obern Avidnitte diefer
Linien. Biehe NO, fo ift NO—=]AB und NO|| AB, weil BC und AC in N und O balbirt jtud. Ferner
iit NP||AG und PO||BG (§. 100.), alfo find die Seiten ded Dreieds NOP pavallel den Seiten des Drei:
efé ABG; folglich it ANOP w AABG und daher NO;:AB—=NP:AG=—PO:BG. Da nun NO=—=3AB
ift, jo ijt audy NP—=ZAG und PO—1BG.

§. 108.

Die drei von den Mittelpunkten der dufern Verithrungskreife an die Halbivungspunkte dev jugehdrigen
@eiten geyogenen gevaden Linien fdneiden jich verldingert in einem eingigen Punkte.

Beweid., E8 {dneiden fih (Fig. 5.) mN und m"O verlingert in P, fo ift NP—3 AG. &8 {dhnei=
den fidh nun ebenfo m'K und m'N in einem Punfte, der vorldufig mit X bejeichnet werden foll, {o ift
XN=—1AG, folgliy ift XN—PN; bder Punft X fallt alfo mit dem Punfte P jufommen, und m"K geht
verlangert audy durd) den Schneidungdpuntt P der Linien m'N und m"O.

. §. 104.
- Dev Punkt, in weldem fid) die drei von den Winkelfpigen nady den innern Verithrungspuntten bdev
8
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gegenitberliegenden Seiten gejogenen gevaden Linien {dneiden, und der Punkt, in weldem fi) die Verlinge:
rungen der drei von den Mittelpunkien der aufern Berithrungsbreife an die Halbivungspunkte der jugehorigen
Ceiten gejogenen geraden Linien fdneiden, liegen mit dem Scrwerpunktte des Dreiedd in gerader Linie, und
groar ift der Sdywerpunft von dem erftgenannten Punkte doppelt fo weit entfernt alé vom lepigenannten.

Beweisd. Der erfeve Durdfbnittspuntt (Fig. 5.) fey G, der lepteve P, fo jiehe PG; an den Hal:
bivungspuntt K der Seite AB fey CK gepogen, wodurd) PG in S gefdhnitten werde, fo liegt der Scdnoor:
pnuft auf CK (f. Ginfeit. Nr. 5.). Nun ift KSP = CSG, und SPK = SGC (§. 100.), folglid) ift A SPK
ASCG, alfo KP:CG=KS:CS=PS:GS. @8 ift aber CG=2KP (§. 102.), folglih audy CS=qoKS
und GS=2PS; alfo it S der Schwerpunkt des Dreiecks (f. (Smlett Nr. 5.), und feine Cntfeernung von G
dopyelt fo grof alé feine Entfernung von P,

§. 105.

Die gerade Linie, welde von einer Winkeljpige nad) einem dufern Bevithrungspunktte der Verlinge:
vung der gegenitberliegenden Seite gejogen ift, ift parvallel der geraden Linie, welhe den Halbirungopunkt
ebendiefer Seite mit dem Mittelpunkte desjenigen dufern Vevithrungsreifes verbindet, auf deffen Peripherie
der andere dufere BVerithrungdpunft der WVerlingevung dev genannten Seite liegt.

Beweis. 8 fey (Jig. 5.) CF' geyogen und an den Halbivungspunft K der Seite AB von dem
Mittelpunfte m” ded dufern Berithrungsfreifes, der AD in F” bevithrt, die gevabe Linie m"K; iehe, m"A,
m'B, m"C, m"F’, m"F” unp CK. Da BF' = AF" (§. 6.) und BK = AK ijt, fo ift FK=F'K, folglid
AM'KF = Am"’KF’, alfo Am"KF'=} Am'FF". Da nun aber FFF'=AC~-BC ift (§. 10.) und die
auf den Grundlinien F'F’, AC, BC ervidyteten Dreiede m"FF’, m’AC, m'BC gleidhe Hohe =1r" haben,
fo it AmM"FF'=Am"AC+ Am"BC, aljo audy Am’KF =3 (Am"AC+ Am"BC). Ferner ift AACK
= ABCK; aber AACK=m"CKA—AmAC=Am'KA4+AmKC-—-Am"AC, md ABCK =
m'CBK — Am"KC=Am"KB+ Am"BC—AmM’KC; folglid it AmKA4+AmKC—AMAC =
Am'KB4+ Am"'BC— Am"KC, und ba AK=BK, folglid Am"KA=Am"KB ijt, fo it auh Am'KC
— AMAC=AmMBC—AmMKC, und bdaher 2 Am"KC—AMAC=Aw'BC, alfo 2 Am"KC=
Am"AC+AmM'BC, und folglid Am"KC=Z(Am'AC+Am’BC). Nun ift nady dem Obigen audy
AMKF=1(Am"AC+ Am"BC); folglih ift A m"KF==Am"KC. Da uua b2ide Dreiete die gewein:
{daftliche Grundlinie m"’K baben, fo liegen fie jwifdhen einerlei Parvallellinien, und ed it daher F'Cj[m K.

§. 1086.

Die gerade Linie, welhe von einer Winkelfpipe nady einem Jufern Berithrungspunkte der Vorldinge:
rung der gegenitberfiegenden Seite gejogen ift, fdhyneivet die Vevlingevung ded Halomefferd, der an den an:
dern Berithrungspunft der BVerldngerung diefer Seite von dem Mittelpunkte d:8 durd) dizfen Punft gebenden
dufern Berithrungsfreifed geyogen ift, auf der Peripherie des genannten Kreijes.

Beweid. Verlingere (Fig. 5.) FC' und F'm”, big fie fih in Q fneidim, fo ift F'K=KI", und
m'K||QF (§. 105.), folglidy ift F'm":m’Q=F"K:KF’, und daher audy m"Q =F"m’. Dtun ijt aber F'm’
Dalbmefer ded genannten dufern Bevibrungslreifes, folglidh it aud) m"Q Halbmefjer deffelben, und Q
liegt alfo auf der Peripherie.

§. 107.

Die gerade Linie, welde von einer Winkelfpie an den innern Verithrungspunft der gegenitberlizgen:
den Seite gejogen ift, und die gerade Linie, welhe von einer yweiten Winkelfpipe nach dem aw denr evftge:
nannten Winkel liegenden dufern Berithrungspunkte der Verldngerung der gegenitberliegenden Seite gejogen
ift, fdneiden fidh verlingert fo, daf bder cbere Ubfdhnitt einer jeden Dder beiden Linien doppelt fo grog iji,
alé die Cntfernung des Halbivungspunkttes der Seite, nady welder bdie Linie gegogen ift, von dem Wittel
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punkte dedjenigen dugern Berihrungsfreifed, welder ju der Seite gehort, auf welder der genannte innere
Berithrungspunft liegt.

Beweig. E8 fepen (Jig. 5.) BE und CF' gejogen, bdie fidy in R f{dyneiden, fo find BR und.CR
die obern Ab{dynitte der Linien BE, CF'. G¢ fepen ferner an die Halbivungdpuntte O und K der Seiten AC
und AB die Linien m O und m"K gegogen, fo ift m"O [|RE (§. 100.) und m"K || RC (§. 105.). Nun ijt,
wenn KO gejogen wird, audy KO||BC und KO>=LBC, weil AD und AC in K und O balbirt find, folg=
lidy find die Seiten ded Dreietd m"KO, parallel den Seiten ded Dreieds RBC, alfp ift Am"KOx ARBC,
und daber m’O:BRB=m"K: RC=KO:BC. Nun ift aber nad) dem Obigen BC=2KO; folglidy ift aud
RB=2:m"0 und RC=2m"K.

§. 108.

Wenn man von pvei Winkelfpigen nady den an der dritten Winkeljpise liegenden dufern Verithrungd:
punften der Verlingerungen dev gegeniiberliegenden Seiten jivei gerade Linien giebt, und clenfo ven diefer
oritten Winkelfpige an den innern Wevithrungdpunkt der gegenitberliegenden Seite eine Ddvitte gevade Linie
aiebt, fo fdneiben fid)y diefe drei gevadben Linien in einem eingigen Punfte. N

Beweis. 6 fepen (Fig. 5.) CF und BE geyogen, die fih verldngert in R {dneiden, fo ift RB=
2m"O (§. 107.). €8 fep nun weiter AD™ gegogen, und fo verldngert, dag dadurd) die Verlingerung von
BE-in einem QPunfte gefchnitten werde, bder vorldufig mit X begeichnet werden foll, {o ift audy XB=2m"O
(§. 107.); folglidy ift XB=RB; bder Punkt X §illt alfo mit dem Punfte R jufammen, und die Verldnge:
rung von AD™ gebt audy durdy den Schneidungspuntt R der Verldngerungen der Linien CF’ und BE.

§. 109.

Der gemeinfdhaftliche Durchfdhnittepunkt der von ywei WinkFelfpitien nachy den an bdev dritten Winkel-
fpite liegenden dugern BVevithrungspuntten bder BVerldngerungen der gegeniiberliegenden Seiten und von der
pristen Winkeljpige nad) dem innern Veviihrungspunfte der gegenitberliegenden Seite gejogenen geraden Li-
nien und dev Mittelpunkt des yu der Seite, auf welder der innere Bevihrungspunlt liegt, geborvigen dugern
Berithrungstreifed liegen mit dem Sdwerpunfte ded Dreiecks in einer geraden Linie, und pwvar ift der Sdhwer-
punft von dem genannten Duvdyfchnittspunkte doppelt fo weit entfernt, als von dem genannten Mittelpunkte.

PBeweis. E8 {dhneiden fidh (Fig. 5.) die Linien AD”, CF’', BE verlingert in R, f{o-jiche m'R,
und an den Halbivungepunkt K der Seite AB die Linie CK, wodurdy m"R in S geydhnitten werde, fo liegt
ter Sdwerpunft auf CK (. Cinleit. Mr. 5.). Nun ift m"K|| CR (§. 105.); folglidhy ift m"KS =SCR, und
Km’'S=SRC; aljo ift Am’KS» ASCR und daher m"S:RS=SI:SC=m"K:CR; aber CR=2w'K
(§. 107.), alfo SC—2SK und RS—2m"S. JFolglid) ift S der Sdwerpunks des Dreiecs (f. Cinleit. Nr.
5.), und S doppelt fo weit von R entfernt ald von m”,

uf. 1. &8 bitte fih audy hiev in den §§. 105—109. analog dem Fritheren (f. §6. 92. 98.) be:
weifen laffen, daf ER:EB—1":r, CF:RF —=r":r" und AD":RD”"=r":1" 1ft, woraus der
gcme[iufd)afuid)e Durd)fchnitt der drei Linien CF’, AD'’, BE fidy analog ven §§. 93. 99. erge=
ben Datte.

Buf. 2. Die Durdidnittépuntte, wie fie der Ordnung nady 1) in der Einleitung Nr. 4. 2) in
§. 93. 3) in §. 99. und 4) in . 108. genannt find, bilden eine Gruppe von Vunkften, welder
eine pweite Gruppe, nemlidy 1) der Mittelpuntt ded Winkelbreifed, 2) der Mittelpunkt des in=
neen Berithrungskreifed, 3) der in §. 105. genannte. Durchfchnittspunkt und 4) ver Mittelpuntt
ded §. 109. begeichneten dufern Beribrungsbreifes fo entfpredien, dag die Verbindungslinie von
je gwei Punkten der erften Gruppe pavallel ift der Verbindungslinie der jwei entfprechenden d. b.
mit dev nemlichen Nummer bejeichneten) Punkte der jweiten Gruppe, und dag die Entfernimg
von je pivei Puntten der cvjten Gruppe doppelt fo grof ift, als die Sntfernung von je gwei entz
forechenden Punften der pweiten.




Sinfter Abschnitt.

Sortsetiung des vovigen Rapitels in besonderer Bejichung aut die Centralen-
dreiecke, nebst Solgerungen davaus fiir die Eigenschatten dicser Centralen-
Dretccke und der Berithrungsdreicche.

g' 11(,0

Wenn man von den drei Mittelpunkten der dugern Verithrungefreife auf die jugebovigen Seiten Pers
pendikel fallt, und diefelben, wenn es ndthig ift, verlingert, fo fdhneiden fich diefelben in dem Mittelpunire
ved ju dem grofern Gentralendreiecfe gebovigen WinkelFreifes.

PBeweis. Crridte (Fig. 6.) in den Halbivungspuntten G, H, K der Seiten m"'m”, mm"”’, m'm”
des grofern Gentralendreiedd m'm’ra” Perpendifel, o fdhueiden fich diefe in einem einzigen Punfre M, wel:
dhes der Mittelpunkt des ju Am'm’m” gebovigen WinkFelbreifes ift (f. Cinleir. Nr. 1.);5 btebt man bal)cr Mm',
M'm”, Mm'’, fo ift Mm'=Mm"=Mm", und M’ liegt innerhald des Eentvalendreiecté m'm’m", weil die:
fes fpu}min[’(ig ift (§. 17. 3uf. 4.). ~Nun ift, wenn man fid den WinFelfreis des Centvalendreiets m'm’m”
Defhrieben benft, m'M'm” Gentviwinfel, der mit dem Peripheviewinfel m'm”m” auf dem nemlichen Bogen
ftebt, alfo it mM'm’=—g¢m'm" m"; aber m'm"m"—=Z%a+%18 (§. 17.), folglid) m'M'm"—a 43 und daber,
weil a4+ B4y=—2R ijt, Mm'm"+Mm"'m'—y. Fun ift aber M'm'=Mm", alfo Mm'm"—Mm'm’;
folglidh it M'm'm"=—=%y und M'm"m'=—%y; aber ¢ ift aud) m"mD—Z%y und mm'E"=—3Fy (§. 18.),
folglidy, da M’ innerbalb des Centvalendreiedd m'm"m™ liegt, fo fillt m'D’ mit m'M' jufammen, und gebt
daber durd) M. Ebenfo fillt m"E"” mit m”\M gufammen und gebt ebenfalls durch M'. Auf diefelbe Art wird
geseigt, daf audy m”F” purd)y M’ gehen mug. M'D’, m"E”, m"F" {dneiden fich alfo in dem SNitrelpunite
M’ pes Winkelbreifed des grofern Centralendreiects.

§. 111.

Der Halbmefler ded ju dem grofern Centralendreiede gehovigen WinkelFreifed ift doppelt {o grog ald
der Halbmeffer.bes ju dem Urdreiede gebhorvigen Winkelfreifes.

‘Beweid. Da (Fig. 6.) m"'m”, mm”, m'm’ durd)y den Winkelfreis von A ABC in den Punften G,
H, K balbivt find (§. 23.), fo ift, wenn GH, GK, HK gejogen wird, GH||m'm’, GK| mm"” und
HE||m"m"’, alfo find alle Seiten ded Dreteds GHK pata[!el den Seiten desd Dreiedd m'm"m”, und daber
AGHEKo Amm'm”, alfo HKG=—=m'm"m"; aber mm"m"=3Fa~+33 (. 17.), folglih audy HKG —
Ix+1B. Bieht man nun von dem Mittelpunfte M des Winkelfreifes des Urdreieds an G und H die Halb:
mefler MG, MH, f{o ift GMH Gentriwinfel, bder mit dem Peripheriewinfel GKH auf gleidem Bogen ftehts
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folglid ift GMH =2 GKH, alfo GMH=q¢~+-3, und daber, ba GMH-+MGH 4 MHG=2R=0a+ +y
ift, MGH 4 MHG=v; aber MGH=MHG, fclglid MGH =%y und MHG=3y. TNad) dem Obigen aber
ift audp mMMm"=«+3, Mmm'=1%y und Mm'm'=Zy (f. §. 110. Beweis); folglid it AGHM »
Amm'M, und daber MG:M'm'=GH:m'm". DNun ijt aber mm’’ in H und m"m" in G halbirt, folglid
m'm’ =2 GH; alfo ift audy M'm'=2MG. M'm’ aber ift DHalbmeffer des WinkelFreifes des grofern Centra-
[enbreiectd, und MG Halbmeffer ded Winfelbreifes ded Urdveicdd; folglich ift der erftere Halbmeffer das Doy
pelte Des lepteven.

Suf. Da der Halbmeffer des TWinfelFreifed ded Urdreieds mit R begeidhnet wurde, fo Fann daber
im Jolgenden der Halbmefier des Wintelfreifes des grofern Centvalendrveieds =2R =D ge:
fefst wevden.

go 1 120

Der Mittelpunkt ded WinlelFreifed des grofeven Centvalendveieds, der Mittelpunft ded Winkelfreifes
des Mrbreiedts und der Mittelpunkt ded innern Vevithrungsbreifes des leptern liegen in einer gevaden Linie,
und pwar ift der Mittelpuntt ded Winkelfreifes ded Urbdreiects gleidyweit von Deiden andern Mittelpunkten
entfernt.

Beweis. Jiehe (Fig. 6.) M'm, und fille von M’ eine Senfredhte auf mm”, fo trifft leptere bie
Ceite m'm” in ibrem Halbivungspunkte K, der jugleid) auf der Peripherie des WinkelFreifes ded Urdreied's
liegt (§. 23.); ferner gebt m™m verldngert durdh C (§. 1.), und ftebt fenfrecht auf m'm” (§. 3.). Felglid
ift MK||mC, und daber ift M'KCm ein Parallelivape;. Crrichiet man daber im Halbirungdpunfte L von KC
einen Perpendifel LN, fo ift diefer ebenfalls || MK und ||mC, und gebt daber audy durd) den Halbirungs:
punft yon M'm. Daffelbe gilt, wenn auf BH im DHalbivungspunkte ein Perpendifel errichtet wird., Beide
Perpendifel geben alfo durd) den Halbivungépunft von M'm, und fdhyneiden fidy in diefem Punfte. Da aber
KC und BH aud) Chorden ded WinkelFreifes desd Urbreieds find, fo geben die beiden in den Halbirungspunt:
ten von KC und BH ervichteten Perpendifel aud) durch den Mittelpunft M diefes Winkelfreifed, und {dneiden
fid in diefem Punfte. Da fid) nun zwei gerade Linien nuv in einem eingigen Punfte {dyneiden Eonnen, fo
fillt M mit dem Halbivungspunfte von M'm jujammen; M', M, m liegen alfo in gevader Linie und MM’ ift
= Mm.

Suf. 1. Wendet man §. 87. auf dbas Centralendreied m'm’'m” an, {o it MK=Zmm", weil m
ber Durdyfdnittdpunkt der Hoben m” C, m"B, m'A ded Dreiefd m'm'm” ift (§. 5. 3uf.). Sben:
fo it MH=Fmm" und MG=Imm'

Buf. 2. Beeidnet man den Schwerpunkt des Gentralendreiects m'm"m” mit §', fo liegen aud
M, §', m-in gevader Linie (§. 91.) und ywar ift Sm=2oM'S. Folglich bilden dic vier Punkte
M, §', M, m eine eingige gerade Linie, und da Sm=2oM'S’ und Mm=MM, alfo M'S' =
IMm und MM=IMm ift, fo ift S'M=§M’m-—--;§M'm =IMm, aljo MS'=—28M. Man er:
balt daher die ftetige Proportion: S'M:M'S'—=M§: S'm.

3uf. 3. Nad §. 60. ift Mm>—R (R—2r), glfo. WM'm>—2R (R—2r).

Fuf. 4. Gs fey O der gemeinfdaftlihe Durdfdynittépunit der §. 95. bejeichneten gevaden Linien,
und P der Durdyfhnittspuntt der Hohenperpendifel ded Uvdreieds; ziele OP, mP, MO, fo
it MOPm ein Parallelogramm. Denn da OP=—g Mm und OP || Mm ift (§. 97. Ruf.), und
%ZST%Mm (§. 112.), fo ift Mm=—OP und Mm|| OP, folglih audhy M'O—mP und

mr.

§. 113. .
Der Rauminhalt ded grofern Centralendreiects ift gleid) einem Rechtecke, deffen Grundlinie gleich dem
Umfange des lUrdreietd und deffen Hobe gleih dem Halbmeffer des Winkelfveifes des Urdreieds ift.
Beweis. Da m”C auf m'm” fenfredyt fteht (§. 5.), fo ift Amm'm”"=Zmm”.m"C. Nun ift
_aber m'm".m"C—=(amk=b~4-c)D (§, 56.) =2 (a-+b+ c) R; folglidh ift Am'm"m”—=(a~+b-c)R.
9
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§. 114.

Der Rauminbalt bes grofern Gentralendreiets verbdlt fid jum Rauminbalte ded Urdreiectd, wie der
Durdymeffer des WinkelFreifes des Urdreiecs oder der Halbmeffer des Winkelfreifes des Centralendreiedts yum
Halbmeffer ded innern Bevithrungsbreifes des Urdreieds.

Beweis. Da Amm” "’—(a+b+c)1’l (§. 113.) und AABC—=F(a=+b4-c)r (§. 32.) ift, fo
it Amm’m’’: AABC=(a4b~+c)R:L(a+b+c)r—=R:ir—2R:r.

Suf. 1. Da alfo aud) A ABC: QAm'in”m"’:r:'AB, und ebenfo mA . mB.mC:mm’'.mm”. mm’'’
—=r:4R ift (§. 83. 3uf. 2.), fo ift mA.mB.mC:mm’dmm".mm"':: AABC:2 Am'm"m”,

Suf. 2. Gbenfo ift rr'r:m'A.m"B.m""C— . 85. 3Rufay 3. olglidh ift au
rv'r’:m’A. m"B.m"C—=AABC:2 Am'm & m"’. @ Bufay 5),  folglidy i b

§. 115,

Dag innere BVervithrungsdreiect ift dbhnlih dem grofern Centralendreiede und die Seiten beider Dveis
ede find paarmeife einander pavallel.

Peweis. Da (Fig. 6.) AF—AE ift, fo ift A AFE gleidfdentlig und FE fteht daber auf Am
fenfredyt, weil Am den Winfel FAE an ber Spisie von A AFE halbirt. Nun fteht aber aud) m’m’’ auf Am
fenfredht (§. 3.), folglid) ift FE || m"m™. Auf diefelbe Avt wird bewiefen, daf FD|/m'm” und DE| m'm”
ift. Alfo find alle Seiten ded Dreieds DEF pavallel den Seiten ded Dreieds m'm”m’™, und daber ift aud
ADEFw Am'm'm”,

Buf. Daber ift audy ADEFw A GHK, und die Seiten beider Dreiede find paarweife einander
parallel (f. §. 144. Beweis.).

§. 116.

Der Rauminhalt desd innern Verithrungsdreieds verbdlt fidh ju dem Rauminhalte des Urdreieds, iie
der Haldmefler des innern Wervithrungsfreifed ded leptern ju dem Durdymefler feines Winkelfreifes.

Beweis. Da (Jig. 6.) ADEF », Am'm"m” ift (§. 116.), fo verbalten fich beide Dreiecke dem
Nauminhalte nady, wie die Quadeate bder Halbmeffer ihver WinTelfreife; wun ift aber der Winkelfreis des
Dreieds DEF nidyts anderes ald der inneve Verithrungslreid des Dreieds ABC; folglidy ift der Halbmeffer
bed Wintelbreifes von ADEF—r; ebenfo ift dexr Halbmeffer D28 Winkelfreifes von A mm’'m” —=2 R (§. 144.
3uf.); alfo ift ADEF: Am'm"m”—r?;4R?;

aber ebenfo ift Am'm’'m"”: AABC=—=2R:r;
folglid) ift A DEF : AABC—2Rr3; 4R=r.
Nun ift aber 2Rr2:4R2r—=r:2 R; folglid) ift aud) ADEF: AABC—=r:2R.

§. 117.
Dad Urdreiect ift die mittlere Proportignalflade swifdhen dem innern Berithrungddreiede und dem gro-
fern Gentralendreiece. &
Beweis. Da (Jig. 6.) ADEF: AABC=r:2R (§. 116.) und AABC: Am'm'm”=—r:2R (§. 115.)
ift, fo it ADEF:AABC—=AABC:Am'm"m",

§. 118.

Wenn man von dem Mittelpuntie ded Winkelbreifes des grofern Centralendreiedd auf eine Seite defs
felbenygi ren Perpendifel fallt, und denfelben um feine ecigene Lange verlingert, fo ift der Gndpunkt der
BerldMadrung der Mittelpuntt ded WinkelFreifes fitr dasjenige Fleinere Centralendreiedt, das auf der Centrale
ber beiden dufern Berithrungdbreife fteht, auf welde der Perpendifel gefdllt worden ift, und der Halbmeffer
biefes Winkelfreifes ift das Doppelte des Halbmeffers ded jum Urdveiecte gehdrigen Winkelbreifes.

Beweis. C6 fey (Fig. 6.) M’ der Mittelpunkt des WinkelFreifes von Am'm"m™; fille von M’ auf
m'm” den Perpendifel MK, fo wird dadurd) m'm” in K palbivt; verldngeve bievauf M'K {o wady M", bdaff
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M'E—=MK ijt, und jiche M'm’, M'm", M'm’, M'm", fo ift M'm'=—=M'm", und ebenfo, weil KM" auf m'm”
im Halbirungspuntte K-fenfredit fiebt, aud) M”m’—M" s aber da aud) m'K auf M’M" im Halbirungs:
punfie K fenfred)t ftebt, fo ift audy M'm'—M'm’; aus demfelben Grunde ift M'm"—M'm". Da nod) aufer:
pem m'm’—mm" ift, fo ift L\.m'm"M""’Am'm"M', folglid m'M'm"—m'M'm”; aber mM'M'm’"—x+ 3
(§. 110. Beweis), aljo audy mMM'm"—a+ 2. Denkt man fich aljo aug M” alg smttte(punft mit M'm' =—=M"m"
als Halbmeffer cinen Kreid Defhrieben, dev durd) m' und m” gehen wird, fo wird diefer durd) m'm” in zwei
RKreeisabfdhnitte getheilt, von denen der eine den Gentriminfel m'M’'m”—a—- 3 bat; folglidy ift der in diefem
Kreidabfdhnitte liegende Peripherierwinkel :%u-—l—;ﬁ, alfo ift der in dem entgegengefegten Kreidab{dynitte
ligende —2R— Ga+EB)—=F+3v, weil Ja4+I84+Iy==R ift. Nun ift aber mmm"—=R-4-7 v
(§. 15.); folglidh ift m'mm” ein Winkel in diefem Kreisabfchnitte, und m liegt alfo auf der Peripherie des
Kreeifes.  Da nun der Kreid dupd) m', m” und m gebt, {o ift er Winfelfreid yon Am'mm”. Cnbdlidy ift
fein Halbmeffer M"'m'=M'm’; aber M'm’ ift das Doppelte ded Halbmeflers von dem Winkelfreije desd Ur=
breiectd; folglidy ift audy M"m’ dbas Dopyelte diefes Halbmeffers.

Suf. Da diefes fitr jedes Heinere Centralendreiect gilt, fo haben die Winkelfreife aller vier Centras

Tendreiecte gleide Halbmeffer, und jeder derfelben ift —2R—D.

§. 119.

Wenn man von den Mittelpunkten gweier dufever Bervithrungsfreife auf die diefen Kreifen jugeboris
gen Geiten, und gwar je von dem einen auf die BVerlingerung der dem andern jugebdrigen Dreiedsfeite,
und ebenfo von dem Mittelpunfte des innern Bevithrungstreifes auf die dritte Seite Perpendifel falt, fo fdneiz
den fich diefe gebrig verlingert in dem Mittelpunfte des- Winkelkreifes deéjenigen Fleinern Centralendreieds,
weldyes ju den genannten drei Berihrungsbreifen gehdrt. N

BVeweis. 8 fep (Fig. 6.) M’ der Mittelpunft ded Fleineren Gentvalendreieds mm'm”, jiehe M'm’,

M'm", M'm, fo liegt M” immer auflerhald beé Dreiefé m'mm”, weil Am'mm” ftumpfroinklig ift (§. 15.
Buf ). Nun ift AnM'm’Z Am'Mm”, alfo M'm'm’=—=Mm'm” und M’m"m'=—=Mm"m’; aber Mm'm"=—
2y und M'm'm'=—3Fy (§. 110. Beweid); folglih aud) M'm'm’=—=Z%Ly und M'm’'m'=—Z%y. JFalt man nun
von m' und m” auf die BVerldingerungen von AC und BC Perpendifel, fo treffen bdiefe die BVerlingerungen
vor AC und BC in den Beriihrungspuniten E' und D”, und ¢d ift m"'mE'=—=3%y und m'm"D" =%y (§. 18.
3uf.); folglid fillt m'E’ mit mM” und m"D” mit m"M” jufammen, und beide {dyneiden fidh in M”. Ferner
it M'm'=™M'm, aljo M'm'm=—Mmm’; gber M'm'm —Mmm’"4+-m'mm=—%y+4%13 (§. 16.);
alfo ift audy M'mm'—3Zy 4 73. Nun ift aber, wenn mF gejogen wird, mAF—Z%x, mFA—=QR, alfo
AmF—3B-32v, und dbaher AmF—M'mm’. Da nun m'm Berlingerung von mA ift, fo iff aud M'm
Berldngerung von mF; mF gebt alfo verldngert durdy M”, und mF, m’E', m"D" {dneiden ficy gepovig ver=
langert in M”. .

§. 120.

Der Mittelpunkt ded Winkellreifes cined leineren Gentralendreieds und der MittelpunFt ded ju diefem
Gentralendreiecfe nidyt geborigen dufern Bevihrungskreifes liegen mit dem Mittelpunkte des WinkelFreifes ded
Urbreiedd in einer geraden Linie, und zwar liegt der Mittelpunkt des legtern Kreifes im Halbivungspnnite
ber die beiden erflern verbindenden gevaben Linie.

Beweid, 8 fey (Fig. 6.) M’ Mittelpunkt des Centralendreiedd mm'm”, und m” der Mittelpunkt
bes nidht dayu geborigen dufern WerithrungsFreifes, fo jieche M"m™; jiche ferner M'm, M” m, Mm”, M'M".
Da MK—=im"m (§. 412. 3uf. 1.) und MM'==2 MK (§. 118.) ift, fo it MM"—=m"m. Qerner da
M'M” auf m'm” und m”C auf m'm” fenfredt fieben, fo ift M'M”||m"m. Folglid) weil MM'—m"m und
MM’ ||m"m ift, fo ift MM 'mm"™ ein Parallelogramm, deffen Diagonalen M'm™ und M'm fid) gegenfeitig
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palbiven. TNun liegt aber M auf dem Halbirungspunfte von M'm (§. 112.); folglidy gebt audy M'm” durd)
M und MM” ift =Mm".

Ruf. G4 ergeben q:td; bier leicht gany analoge Bufdse, wie §. 112. Suf. 1 —4.

§. 121.

Der Nauminbalt eined Eleinern Centvalendreieds ift gleid) einem FRedhtede, deffen Grundlinie gleidy
pem Ueberfdyufle derjenigen jwei Seiten des Urbreiecs, welde ju den jum genannten Centralendreiecte ge:
horigen dugern Berithrungskreifen gebbren, itber die dritte Dreiecksfeite, unb deffen Hibe gleidh dem Halbs
meffer ded Winkelfreifed des Urdreieds ift.

Beweis., Da mC auf m'm” fenfredt ftebt (§. 3.), fo iff Ammm”’=3m'm”.mC. RNun ift aber
m'm”’. mC = (a4b—c) D (§. 55.) =2 (a~-b—c) R; folglich ift A mm'm”"=(a+b—c)R.

§. 122.

Der Raumindalt eined Feineren Centralendreiets verhilt fid) jum Rauminbalie des Urdreieds, wie der
Durdymeffer dew Winkelfreifed des Urdreietd ober der Halbmeffer ded WinfelFreifes des Centralendreieds jum
Halbmeffer des nicdht yum genannten Cenrtralendreiece gehorigen dupern Berihrungstreifes.

%emeié Da Ammm"=(-+b—c)R (§. 124.) und AABC =1 (a-b—c) r" (§. 33.) ift, o
it Ammm”’: AABC=(a+b—c)R:j(a+b—c)r"=R:3r" =2R:r".

3uf, 1. Da alfo audy AABC:2 Amm'm”=r": 411 unb ebenfo m’”A m’B.m”C ¢m"m.m"m’.m"’'m"
=r":4R ift (§. 84. Buf 2.), fo iit m”A, m"B m”C:m"m.m"m' . m”"m"=AABC:2/Amm'm"

Bu( 2. Da ebenfo rr'r’:m"A, m'B.mC=r": 4R ift (§.86. 3uf. 2.) o ift aud) rr'r";m"A.m'B, mC
= AABC: 2Amm'm".

§. 123.

Sedes augere Berithrungsdreied ift dhnlid) demjenigen Eleineren Gentvalendreiecle, weldyes ju den brei
ubrigen Weritbrungstreifen gehort, und die Seiten beider Dreiecfe find paarweife einander pavallel.
WVeweis. Da (Jig. 6.) CE”"=CD" ift, {o ift ACE"D" gleidyfchenklig, und DE" fteht daber auf
der Halbivungdlinie Cm'™ ded Winkeld ECD™ an der Spige ded Dreieckd fenfredit. Nun fteht aber audy
m'm” auf Cm” fenfredt (§. 5.), folglidy ift D'E™||m'm". Yuf diefelbe Art wird bewiefen, daf E”F”||mm'
und D"F”||mm” ift. Ulfo find alle Seiten ded Dreieds DEF™” pavallel den Seiten des Dreiects mm'm’,
und daber ift aud AD"E"F”w» A mmm",

§. 124.

Der Rauminbalt eined dufern Bevihrungsdreieds verbdlt fidh sum Rauminhalie ded Urdreiects, wie der
Halbnieffer ded ju dem genannten Werithrungsdreiede gebdrigen dufern Verithrungsbreifes ju dem Durdymef:
fer des Winkelfreifes Ded Urbdreiecsd.

Beweis. Da (Fig. 6.) AD"E'F”" o Amm'm” (§. 125.) und der Halbmeffer ded ju ADE"F”
gebbrigen Winkelfreifes =1, der Halbmeffer aber des ju Ammm” gehorvigen Winfelbreifes =R ift
(§. 118. 3uf.), fo ift AD"E"F”; Amm'm”=r"2:4R?;

aber ebenfo ift Amm'm”’; AABC =2R:r" (. 122.).
Jolglidy ift AD”’E"'F”" AABC =g Rr'"2;4Rr",
MNun ift aber 2 Rr2:4R2r"=r":2R; alfo ift aud AD"E"F”; AABC=r":2R.

§. 125.
Dag Urbdreiect ift die mittlere Proportionalfldde swifden einem dufern Bevithrungsdreiecte und dem zu
den brei itbrigen Berihrungskreifen geborigen Heinern Centralendreiede.
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Beweid, Da (Fig. 6) AD"E'F”":AABC=r":2R (§. 124.) und AABC: Amm'm"=r";2R
(6. 122.) ift, fo it AD"E"F": AABC=/ABC: A mm'm",

§. 126.

Die Summe der drei dufern Berithrungddreiede ift grofer ald dad innere Verithrungsdreied um den
doppelten Flideninhalt ded Urdreieds.

Beweid. Da (Fig. 6.) AABC:ADEF —2R:r
AABC: AD'E'F’ —oR:v”
AABC: AD"E"F"=2R:r"
AOABC:ADEF  —gR:r (§. 125. 116.) ift, fo ift
AABC: ADEF = AD'EF 4 AD"E'F’'— ADEF—2R:r' 4 r" 4" —r; alfo aud
¢ AABC: ADEF 4+ AD'E'F'4-AD"E"F"— ADEF—4R:r' 41" 41" ~r,
Nun ift aber r'~r"41r'""—r—4R (§. 28.); alfo ift aud
ADEF 4 AD'EF' 4 AD"E'F"— ADEF=—2 A\ ABC,

10
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A n b a n g

A. Wefondere Cigenfdhaften der redtwinfligen Dreiecfe in Bejug auf die Veruhrungskreife und
ven Winkelbreis,

10

Die Hypotenufe ded redtwinkligen Dreieds ift gleid) der Summe der Halbmeffer der Dbeiden dufern
ju den RKatheten geborigen Verihrungslreife und gleid) dem Ueberfduf des Halbmeffers des ju der Hypo:
tenufe geborigen dufern Berithrungsbreifes itber den Halbmeffer des innern Bevihrungskreifes.
. Beweis., Nad) §. 26. ift Rd-p'=3Z ("4 1r"). Wenn nun (Fig. 1.) A=YR, aljo BC die Hyypo-
tenufe ift, fo fallt M auf BC, weil BAC Winkel im Halbfreife ift, und daber ift, wenn bdie Hypotenufe
=h gefept wirtdb, R—zh, und p'=—o0; folglid ift Th—=3(@"~r"), alfo h—=r"—4-r". Ferner ift nad
6. 27. R—p'=3(r'—r), alfo wieder Sh—=3 (" —r), und daher h—=r'—r.

2.

ede Katbete eines rvedyhwinkligen Dreiectd ift gleid) der Summe der Halbmefler ded ju ibr geborigen
dufern BevithrungsFreifes und des innern Verithrungsbreifed, und gleich dem Ueberfhuf des Halbmeffers des
gur Hypotenufe geborigen dufern Berithrungskreifes itber den Halbmeffer ded jur andern Katbete geborigen.

Beweis. Da M auf BC fillt, wenn A—NR ift, und BC in M halbirt wird, fo ift p'=—3c, da
p’ und c auf b fenfrecht fiehen, alfo einander pavallel find. Nun iff R—p"=2r"—3Ir (§. 27.), alfo da
R—=Ih—=3r"4Ir"ift, foiftzr" 431" —2c=2r"—3r, oder r' 41" —c—=r"—r; folglih ¢ =r"" ~r.
Gbenfo ift b—=1r"~4r. Ferner ift Rgp"=Ir' +Ir" (§. 26.), 0. b Zr'4-Fr"2c=3r' 4 Lr", oder
Y rer” =1 4 1"; alfo ift c=r'—rx".. Cbenfo ift b—=r'—1x".

3.

Die Summe beider Katheten ift gleid) ber Summe der Halbmeffer ded ju der Hypotenufe gehorigen
dufern und deé innern Berithrungslreifes, und grofer ald die Hypotenufe um den Durdymeffer ded innern
Berithrungsbreifes.

Beweis. Da b—r'—r"” und c=r"~4-r ift, {o ift bd-e—=r'—r"~4-r"4-r—=r'4r. Ebenfo da
b=—1r" 4r und c—=r"+rift, {o ift b4 c=r"—4r"~4-2r; aber r"4~r"—=h, aljo b4 c=h+42r.

Suf. Da m;xd) b—r'—r” und c=r'—1r" ift, {o ift b-c=r'—x"4r'—1r" 21— (/'4-1")
=2or'—h,
~ 4.

Der Halbmeffer ded yu der Hypotenufe gehdrvigen dufern Berithrungsbreifes ift gleid) der Summe der
Halbmeffer der drei ibrigen Bevithrungskreife.

Beweis, Da h—=r"=r", und h—=r'—r ift, {o ift &' —r=r"~4=r", aljo r'=r" 4-r"=r.

S.

Der Halbmeffer des ju der Hypotenufe gebhorigen dufern Vevithrungsbreifes ift gleid) dem halben Ums
fange des Dreiedd, der Halbmeffer ded ju einer Kathete gehorigen dufern Bevithrungstreifes gleidy dem bal:
bent Ueberfdhuffe der Summe diefer Katbete und der Hypotenufe itber die andere Kathete, und endlidh der
Halpmefier des innern Bevithrungslreifed gleich dem halben Ueberfdyuffe der Summe beider Katheten iber die
Hyypotenufe.

Beweis. Da h—r'—r, alfo ¥'—=h-4-r ift, {o ift 2r'==2h~4-2r; aber h4-2r=—=Db-+4-c (Nr. 5.);
alfo er'=h+4b4c, und daher r—=%(h4b4-c). Ferner ift r'—r=h, r'4-r=b>b, alfo r4r'=
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hetb, v' =r'=¢; alfo r' ' — (r'—r")=h 4 b—¢, d. h. 2r"==h +Db—c; folglid ift r"=3 (h+b—c);
ebenfo ift r"—=Z(h4-c—b). Cudlid it bfc—=h4 2r, alfo 2r—Db 4 c—h, und daher r—3 (b4c—h).

6.

Der Fladpeninhalt des vehtwinkligen Dreiecs ift gleih dem Rechtece aus den Halbmeffern des ju
der Hypotenufe geborigen dufern und des innern Verihrungsbreifed, und ebenfo gleidy dem FRedytecFe aus den
Halbmeffern der beiden andern dufern BVerithrungsbreife.

Beweis. AABC—=Jrcth~4b-c) (§. 52.); aber F(h~+b~a-c)=—r Rr. 5.); alfo AABC=
rr'. Gbenfo it AABC=3r"(h+4c—D); aber §(h4c—Db)=r" Mr. 5.); folglid iff A ABC=r"r".

uf. Da alfo rr'=r"r" ift, fo ift r:r’'=r":r".

7.

Der Flicheninbalt ded redptwinkligen Dreieds ift die Hdlfte des NRedhtedd ausd den Enifernungen der
Spie des redhten Winkeld von den Mittelpunkten der ju bden Katheten geborvigen dufern Werithrungskreije
und ebenfo gleid) der Halfte ded NRedytedts aus dem Cntfernungen derfelben Winkelfpise von den Mittelpunt:
ten Der beiden itbrigen Berithrungglreife.

PBeweis, be——Am". Am”"—Am’'.Am (§. 42.); aber AABC=—3%bc, wenn BAC=®R ift; f{olg-
lid ift aud) AABC—%Am".Am"—1I Am’. Am.

8.
Die Entfernung der Mittelpunkte der Leiden ju dern RKatbeten geborigen duffern Werithrungskreife ift
gleidy der Cnifernung der Mittelpunfte der beiden andern BVerithrungsreife.
PBeweis, Da m'm"2—=D (1" +4d") und mm'2—=D (d'— d) (§§. 63. 62.), aber d’4-d"—=d'—d
=ch it Nr. 1.), fo ift m\"m"2—=mm2, alfo m"m”=mn’. U. {. w.

-B. Ueber die Hohenperpendifel bes Dreiedd, und die Cigenfchaften des durdy die Enbdpunkte
Derfelben beftimmten Dreiecd.

i

Jn §. 5. wurde bewiefen, daf (Jig. 1.) m'A, m"B, m""C Hohenperpendifel des Dreiedd m'm’m
find, beven Gndpunite die Winkelfpigen A, B, C, des Urdreiects bilben. Daffelbe gilt fitx die Dreiecfe mm'm”,
mm'm’”’, mm'm”. PBetradytet man_nun m'm'm” als Urbreiect, o Fann man A ABC bdadurd) aué dem Ur:
dreiefe ableiten, daf man die Gudpunfte der Hohenperpendifel durd) gerade Linien verbindet. Jn Bejichung
auf dag Urdrcied m'm”m’’ foll das auf die angegebene Art entftandene Dreiect ABC das Hohendreied ges
nannt yoerden, weil ed durd) die Hoben des Urdreiedsd beftimmt ift. Cbenfo wave (Fig. 3.), wenn GH, HK,
KG gegegen widen, A GHK Hobenbdreie in Begiehung auf das Urdreief ABC.

@3 [aft fid) beweifen, daf dbas Hohendreiet ju dem Urdreiecte immer in demfelben Verbaltniffe ftebt,
in weldem in bder vorangegangenen Abhandlung das Urdreied yu den Centralendreiecten ftand. Der BVeweis
beruft auf fvlgengen ei Sagen.

Sayp a.

Wenn man die Endpunkte der Hohenperpendifel eined Oreiedkd durcd) gerade Linien verbindet, fo find
die drei von dem Urbdreiece abgefdynittenen Dreiecfe, von denen jeded mit dem Urdreiede einen gemeinfdhaft=
liden Winkel bat, dem Urbdreiecfe und einander dhnlid.

- Peweid. 6 fep (Fig. 1.) m'm'm” das Urbreied, m'A, m"B, m”C bdie Hobenperpendifel deffelben,
und AB, AC, BC gejogen. Dam'Am”" =R, und m'Cm"” = R ift, fo gebt ein itber m'm"” ald Durdymeffer
befdyriebener Kreid durd) A und C; m'm”AC ift alfo ein Bieved im Kreife, und daher iff m”AC + m"m’'C
= 2N; aber audh m”AC 4 m'AC = 2 &R; folglid) ift m"AC = m"m'C. Yuf diefelbe vt ift m"CA =
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mm”A; folglidy it A m"AC » A m'm'm”. Gbenfo wird bewiefen, bdaf Am”AB © A m'm’m” mnd
H m'BC « A m'm"m” ift. Daber ift audh A m"AC » A m”AB w A m'BC,
Zuf. 1. Wetradtet man A ABC afs Hobendreied fite dasd Urdreied mm'm”, fo gilt daffelbe in Be:
siebung auf die Dreiecfe mAC, m”"BC, mAB,
Buf. 2. Vei dem redtwintligen Dreiecte ift dad Hohendreied = 0. (BVergl. die Wnalvgie mit
§. 15. Suf. u. §. 17. 3uf. 1.)

€ap b, )

Die innern und dufern Winkel des Hohendreiects werden durd) die Seiten und Hohenperpendifel tes
Urbreiects balbict.

Peweid. €8 fey mm'm” (Fig. 1.) Urdreied fitr dad Hobeudreied ABC. Da m"AC = m'm'm”
ud m”AB = m"'m'm” ijt, fo ift m"AC = m'’AB; aber m"AF'=m’'AB; alfo m"AC = m"AF", ober der
Qufemvinfel CAF” von A ABC balbivt. Ferner da m"AC = m''AB, und m"Am’ = m”Am’ = R ift,
fo ift aud)y m'AC = m’'AB, obder der innere Winkel BAC durch m’'A balbirt.

Suf. 1. Daffelbe gilt fir das Hohendreivdd ABC, wenn mm'm” al8 Urdreiect Detradytet wivd.
Buf. 2. Die drei Winkelfpigen ded Urdreieds und- der Duedfdhnitt der Hobenperpendikel bilden
alfo die Mittelpuntte der vier su dem Hohendreieke gehorvigen BVerithrungsbveife.

Aus den obigen beiden Sadpen folgt nun, daf alle frihern Sipe, die fid) auf die Centralen der Bes
rvithrungsFreife und ibr Berhalinif ju den Seiten des Urbreiects beyogen, jeht auf die Seiten bdes Urdreieds
und die obern b{chnitte der Hoben deffelben und auf ihr Verhaltnif ju den Seiten ded Hobendreiedsd ange=
wendet werden Fonnen, und ebenfo, daf Ales, was von dem Urdreicde im Werbdltniffe ju den Centralendrei:
ecfen galt, auf diefelbe Art von dem Hobendreiedke im Verhiltniffe ju dem Urdreiede giiltig ift. JFolgendes
enthalt einige Andeutungen itber die widtigften fitr das Hohendreied u. f. . fid) crgebenden Lehridpe, wobei
die Paragraphen, aus denen die BVeweife fich ergeben, Fury angegeben find. &8 bleibt dem Lefer iiberlaffen,
die Babl diefer Sdpe aud dev vorftehenden Abhandlung ju vermehren.

. 1) Der Durdyfdynittdpunte der Hobenpevpendifel ift von den Seiten des DHobhendreieds gleidymweit ent:
fernt; ebenfo bat jede Winkelfpige ded Urdreieds von den Seiten ded DHobendreiects gleidhe Entfernung.
(Ginleit. Nr. 2. 3.)

2) Der Winkelfreis ded Hobendreieds halbivt die Seiten ded Urbreiedd und die cbern Ybfdnitte der
Hobenperpendifel. (§. 25.)

5) Der Halbmefler des WinkelFreifes ded Hohendreiects ift halb fo grof, als der Halbmeffer ded Win=
FelFreifed Des Mrdveteds. (§¢. 144. 148.)

4) Die Verbindungdlinie gwifhen dem Halbirungspunkte einer Seite des Urdreieds und dem Halbi-
rungdépunkte des obern Ab{dynitted ded zu diefer Seite gebdvigen Dobhenperpendifeld fteht fenfredht auf einer
Geite des Hobendreieds. (. 22.)

5) Gebder Halbivungspunkt einer Seite des Urdbreieds bat von den beiben Winkelfpigen ded Hobendrei:
ec8, bdie auf den beiden andern Ceiten liegen, eine Entfernung gleicdh der Hilfte der erftgenannten Ceite;
ebenfo ift bie Cntferniing des Halbivungspunftes des cbern Ab{dhnitts eines Hohenperpendifels von den an
den beiden andern Hobhenperpendifeln liegenden Winkelfpisen des Hohendreieds gleich der Haljte diefes obern
Abfdynitts. (§. 24. 25.)

6) Wenn man von_bden drei Winkelfpijen ded Urdreteds und dem Durdyfdnitte der Hobenperpendikel
auf eine Seite des Hobendreiedts Pevpendifel fillt, fo ift die Summe bder drei auferbald des Hohen-
oreiects liegenden Pevpendifel grofer ald der innerhalb diefes Dreiecks liegende um den Durdymefer des Win- -
FelFreifed des Urdreiecs. (§. 28. und MNr. 2.

7) Die Cnifernung des Durdyfdnittépunttes der Hohenpergendifel von dem Mittelpunkte des Winkel:
Freifes Des Urbdreieckd ift die mirtlere Proportionale ywifchen dem Halbmeffer diefed Winkelfreifes und jwifden
der Summe oder Diffeveny diefes Halbmeffers und der vierfadyen Cnifernung ded genannten Durd)fdynitts:
punftes von den Ceiten des Hobendreieds, je nadydem diefer Durdh{dynittspuntt auferbalb oder inmer:
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balb bes Urbreieds liegt. (§§. 60. 61, wenn man die dortigen Proportionen fo ausbdridt : D : 2 Mm =
2Mm:D —4r, und D : 2 Mm’ = 2 Mm' ; D 4 4 r/, und damit §§. 412. 120. 148. verbindet.)

8) Sebde Seite bed Urbdreiedtd ift die mittlere Proportionale gwifden dem Halbmeffer ded Winkelbreifes
diefed Dreiedd und jwifden der Summe oder Differen der Enifernung der Endpuntie diefer Seite von den
Seiten des Hobendreiects, je nadydem entweder diefe beiden Endpunkte augerbalb ded Hohendreieds liegen,
oder einer derfelbem in bad Dreied fallt. (§§. 62. 63. 118.)

9) Die von den Winkelfpifgen des Urdreieds auf die ywifdhen den cinfdliefenden Seiten derfelben lie:
genden Seiten ded Hibendreiedd gefallten Pevpendifel geben duvd) bden IMittelpuntt des Winkelbreifed des
Urdreieds. (§§. 140. 119.) ,

10) Der Mittelpunly ded WinbelFreifes desd Urdreieds, der Durdfdhnittspuntt der Hoben deffelben, und
ver Mittelpunkt ded WinkelFreifes des Hohenbdreiecs liegen in einer geraden Linie, und jwar der lepteve von
beiden erftern gleidyweit entfernt. (§§. 112. 120.) ’

11) Das Redyted aus dem Hohenperpendifel einer Seite und dem untern Wbfdynitte eben diefes Ho-
benperpendibeld ift gleich dem Redytede aus den beiden vom Cndpunkte diefes Hobenperpendifeld ausgehenden
Geiten ded Hohendreieds, und gleid) dbem Redytecfe aus den Enifernungen eben bdiefes Endpuntted von den
Cnbpunkten der Seite, auf welder der Hobenperpendifel ftebt. (§. 42.)

12) Das Redyted aus den beiden Ubfdnitten eines Hohenperpendifels ift gleidy dem doppelten Redts
ecfe aus dem Halbmefler des Winkelfreifed ded Urdreiedd und aus der Cntfernung bdes gemeinfdaftliden
Durd)fdhnittépuntied der Hohenperpendifel von den Seiten ded Hobendveiedd. (§. 52. bs. 114. 118.)

Unm. G8 darf bier nidyt vergeffen voerden, daf als AUbf{dnitte der Hobenperpendifel die Entfers
nungen ibrer Unfangs- und Cndpunkte von dem gemeinfdaftlihen Durdfdynittépuntte betradtet
werden; alfo 3. B. 1t A mm'm” ift m"A ein Hobenperpendifel, m™ der gemeinfdhaftlidhe Durdy=
t;c!)tn&t be'yA dret Hobenperpendifel, alfo m™m” und m”A bie beiden Ub{dnitte des Hohenperpens

ifeld m"A.

13) Das Redytect aud einer Seite ded Urdreiedd und dem auf diefer Seite ftehenden Hohenperpendikel
ift gleidy einem Redytede, deffen eine Seite der Halbmeffer ded jum Urbreiece gehorigen Winkelbreifed und
deffen andere Seite, wenn dad Hobendreied innerhalb ded Urdreieds liegt, gleid bdem Umfange deffelben,
wenn aber dag Hobendreiet jum Tbeil augerhald ded Urdreieds liegt, gleidh dem Ueber{duf derjenigen wei
Seiten ded Hobendreiedd, weldpe theilweife in dem Urdreiecte liegen, dtber bie dritte Seite bdeffelben ift.
(§9. 56. 55. 114. 118. wobei nod) aud der Wehnlidhfeit 3 B. von A mm”C und A m'm”B bewiefen werden
muf, daf m'm”". mC = mm". m'B ift).

14) Dad Redted aus ywei Seiten ded Urdreieds ift gleidh dem NRedptede aus dem Durdmeffer feines
Winkelbreifed und aus dem zur dritten Seite geborigen Hobenperpendibel. (§§. 57. 58. 114, 148. uberein:
ftimmend mit §. 44.)

15) Die Summe der Quadrate der drei Seiten ded Urbreies ift , wenn fidy die Hibenperpendifel def:
felben innerhalb bed Dreieds {dneiden, grofer, wenn fie fid auferbalb deffelben fdyneiden, FHeiner ald das
boppelte Quadrat ded Durdymeffers des sum Urdreiede gehorvigen Winfelfreifes um bdas doppelte Redytet
aus diefem Durdymeffer und der Cnifernung des Durdfdhnittdpunkts der Hobenperpendifel von den Seiten
bes Hobendreieds, (§§. 69. 111. 148.)

16) Die Summe der Quadrvate der drei von dem Durdyfdynittspuntte der Hoben nad) den Winkeln des
Urbreiecd gejogenen geraden Linien ift, wenn fid) die Hobenperpendifel auferhald des Dreieds fdyneiden, ged-
fier, wenn fie fidy aber innerbalb deffelben {dyneiden, FHeiner ald dad Quadrat ded Duvdymeffers des ju dem
Urdreiede gehorigen WinkelFreifed um das doppelte TRedyted aus diefem Durdymeffer und der Enifernung des
Durdyfdynittdpunkttes der Hoben von den Seiten ded Hobendreiedd. (§§. 66. 67. 114. 118.)

17) Die Summe der Quadrate einer Seite ded Dreiedd und ded obern Yb{dynittd des ju ibr gebdrigen
Hobenperpendifels ift gleidy dem Quadrate ded Durdymeflers ded Winkelbreifes. (. 64. 111. 118. iiberein:
ftimmend mit §. 88.)
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18) Das Quabdrat dev Cnifernung des MitteTpunttes des Winlelbreifes von dem Durdyfdynittspunte
der Hoben ift halb fo grof ald ein Redte, deffen eine Seite der Halbmeffer diefes Winkelfreifed, die an:
dere entweder die’ Summe dicfed Halbmeffers und.der vierfadyen Enifernung des Durdyfdmittdpunfres der Ho-
benyon den Seiten ded Hobendreieds, oder die Differeny beider ift, je nadydem der Durd)fdnittdpunkt der Ho-
ben auferbalb oder innerbalb des Urdrveiedts liegt. (§§. 112. Suf. 5. 120. 3uf.)

19) Dad Pavallelepipedon aus den drei obern Ub{dnitten der Hohenperpendifel ift gleidy einemParallelepiz
pedon, deffent Bafid das Quadrat deé Durdymefferd des jum Urdreiede geborigen Winkelkreifes, und deffen
Hobe die Cntfernung ded Durdy{dhnittepunktes der Hobenperpendifel yon den Seiten des Hobendreieds ift.
(6§. 76. 77. 411. 118.)

20) Das Paralelepipedon aus den drei Seiten des Urdreiedd ift das Doppzlte eines Pavallelepipedons,
deffen Bafis der Halbmeffer des ju dem Urdreiede geborigen WinkelFreifed, und deffen Hobe, wenn das Ho-
bendreiedt innerhall des Urdreieds liegt, der Umfang deffelben, wenn ed aber jum Iheile augerhalld deffelben
liegt, der Ueberfdhuf dev beiden theilweife innerhalb ded Urdreiedd liegenden Seiten ded DHobendreiedd iiber
die dritte Seite ift. (§§. 79. 80. 414. 1418.)

21) Das Parallelepipedon aus den drei Seiten ded Hohendreieds ift gleich einem SDrtéma, deffen Bafis
das DHobendreiecE, und deffen Hobe der Durdymeffer des jum Urdveiecfe gebdvigen Winkelbreifes ift. (§¢. 72.
111. 118.)

22) Das Pavarellepipedon aud den untern Ab{dnitten der Hobenperpendikel ift gleidy einem Parallelepipe:
don, deflen Bafis das Quadrat der Entfernung des. Durdhfdynittdpunkted der Hohenperpendibel von den Seiten
bes Hobendreieds und deffen Hobe der Durdymefjer bded LWinkelfreifes bed Urdreieds ift. (§§. 85. 84
111. 118.)

23) Der Rauminhalt desd Urdreieds verbalt fid sum Rauminbalie ded Hobendreieds, wie der Halbmeffer
pes WinkelFreifes des erflern jur Cnifernung des Duvddnitispuntted der Hobenperpendifel von den Seiten
des Hobendreiedd. (0§, 114, 122.)
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