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От редактора 

 

Настоящий выпуск сборника по содержанию является 

продолжением трех предыдущих, опубликованных изда-

тельством Оренбургского государственного педагогического 

университета в 2000—2002 гг. В них печатались результаты 

исследования по теме «Неопубликованные заметки по мате-

матике из записных книжек Леонарда Эйлера», проводивше-

гося в университете при поддержке Российского фонда фун-

даментальных исследований. 

В предлагаемый сборник, сохранивший прежнее 

название, включены статьи, которые посвящены как изуче-

нию научного наследия Эйлера, так и вопросам истории 

математики, связанным с развитием идей великого ученого. 

Основное внимание по-прежнему уделяется выявлению и 

анализу новых заметок из неопубликованных записных 

книжек Эйлера, фотокопии которых имеются в распоряже-

нии исследовательского коллектива. 

В статье Г. П. Матвиевской рассматривается заметка Эй-

лера, которая находится в записной книжке, датируемой 

1749—1757 гг., и содержит список книг его библиотеки. Этот 

список в сопоставлении с перепиской Эйлера позволяет по-

дробнее осветить некоторые моменты его научной биографии. 

Ж. Ю. Личикова, исследующая вопрос о роли Эйлера в 

создании приближенных методов математического анали-

за, представляет две статьи. В первой из них дан анализ 

метода приближенного вычисления производной «непред-

ставимой» функции, который Эйлер изложил в своем труде 

«Дифференциальное исчисление». Во второй статье речь 
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идет о применении Эйлером разработанного им метода ло-

маных к решению задач вариационного исчисления. Автор 

рассматривает как опубликованные сочинения ученого, так 

и заметки из его записных книжек. 

В статье В. Д. Павлидис сообщаются сведения относи-

тельно знаменитого спора математиков XVIII в. (И. Бер-

нулли, Г. В. Лейбница, Л. Эйлера, Ж. Л. Даламбера) о лога-

рифмах отрицательных чисел, который сыграл важную 

роль в формировании теории функций комплексной пере-

менной. Приводятся фрагменты из записных книжек Эйле-

ра, имеющие отношение к этому спору. 

В двух следующих статьях — Т. И. Ивановой и И. К. 

Зубовой — содержатся примеры плодотворного творческо-

го сотрудничества ученых XVIII в. в разработке актуаль-

ных проблем математики того времени. Т. И. Иванова 

останавливается на некоторых вопросах алгебры и теории 

чисел, которые исследовались одновременно Л. Эйлером и 

Ж. Л. Лагранжем. И. К. Зубова предлагает обзор исследо-

ваний, в результате которых в XVIII в. были заложены ос-

новы важного раздела дифференциальных уравнений — 

теории малых колебаний. 

Три последние статьи, связанные общей тематикой, 

посвящены теории бета- и гамма-функций. 

В первой из них И. В. Игнатушина на основании пе-

чатных работ Эйлера, его переписки и записных книжек 

дает обзор результатов, полученных им в теории бета–

функции. Во второй статье того же автора речь идет о раз-

витии в XIX в. идей созданной Эйлером теории гамма- и 

бета-функций. 

Работа Г. М. Гузаирова, в которой рассматриваются 

обобщенные гамма- и бета-функции на групповых характе-

рах поля R как модификации интегралов Эйлера, служит 

примером отражения этих идей в творчестве современного 

математика. 

 

 Г. П. Матвиевская 
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Г. П. Матвиевская 

 

О БИБЛИОТЕКЕ ЭЙЛЕРА 

 

Каталог книг Эйлера в его записной книжке 

 

Среди рукописей Эйлера, хранящихся в Архиве РАН, 

особого внимания заслуживают его записные книжки, куда 

на протяжении всей жизни великий ученый систематически 

вносил заметки по интересующим его вопросам [1]. Эти 

двенадцать рукописных томов различного формата пред-

ставляют собою важный источник материала для научной 

биографии Эйлера. В них отражается ход его работы над 

многими научными проблемами, окончательное решение 

которых известно по опубликованным трудам. Встречается 

также немало записей, где рассматриваются вопросы, не 

затронутые в печатных работах; такие записи, естественно, 

вызывают наибольший интерес. 

Часто заметки из записных книжек касаются решения 

задач, обсуждавшихся Эйлером в его переписке с учеными. 

В таких случаях оказывается возможным с достаточной 

точностью датировать эти и соседние записи и, судя по со-

держанию писем, выяснить, когда и в какой связи перед 

Эйлером встала та или иная математическая проблема. 

Иногда удается проследить, как, развивая возникшую 

идею, он приходит к совершенно новой постановке вопро-

са, далекой от первоначальной и давшей результаты, види-

мо, неожиданные для него самого. 
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Исследователи научного творчества Эйлера уже давно 

оценили важность изучения его записных книжек. Впервые 

на них обратил внимание Г. Энестрем (G. Eneström, 1852—

1923) в докладе, представленном эйлеровской комиссии в 

1913 г. Изучая материалы архива Эйлера, он выделил за-

писные книжки, установил их хронологическую последо-

вательность, дал приблизительную датировку каждой и вы-

разил пожелание, чтобы они были внимательно исследова-

ны [2]. Он отметил, однако, большую трудоемкость такой 

задачи и, как выяснилось в дальнейшем, это замечание не 

содержало преувеличения. 

Интерес к записным книжкам проявился вновь после 

возвращения в 1949 г. рукописей Эйлера из Швейцарии в 

Архив АН СССР и начала их широкого исследования в Со-

ветском Союзе [3]. Было дано общее описание книжек и на 

основании анализа содержания — более точная их дати-

ровка [4—7]. Исследовались заметки по механике, теории 

чисел, алгебре, астрономии, физике и т.д. Однако и сейчас 

изучение этих ценных материалов далеко не завершено. 

В записной книжке, которая датирована приблизитель-

но 1749—1755 гг. [8], содержится список книг библиотеки 

Эйлера, озаглавленный «Каталог моих книг» (Catalogus 

Librorum meorum). Он бегло упоминается в статье Г. К. 

Михайлова [4, с. 88], где приведена также фотокопия двух 

фрагментов текста. Однако этот каталог, несомненно, за-

служивает внимательного изучения, так как набор книг в 

библиотеке красноречиво говорит об интересах и склонно-

стях ее владельца. 

Список занимает 20 страниц записной книжки 

(л. 192—201 об.) и включает 539 названий сочинений на 

разных языках — латинском, немецком, французском, ан-

глийском, русском, греческом. Книги описаны без какой-

либо определенной системы и подразделены только на из-

дания in folio и in quarto. 

Даже беглый обзор каталога показывает, что к 1750 г. 

Эйлер владел большой и богатой по содержанию библио-
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текой, в которой представлены не только естественные, но 

и гуманитарные науки, а также религиозная и художе-

ственная литература, главным образом классическая. В 

списке фигурируют сочинения Гомера (№ 379), Овидия 

(№ 317), Тацита (№ 282), Геродота (№ 473), Сенеки 

(№ 366), Цицерона (№ 49, 201, 398), Вергилия (№ 187), со-

брание древних латинских поэтов (№ 404), произведения 

Корнеля (№ 270—275). 

В библиотеке было много старинных книг, изданных в 

XVII и даже в XVI в. Наиболее древнее издание — латин-

ская Библия 1524 г. (№ 376), уже во время Эйлера являв-

шаяся библиографической редкостью. Немалую ценность с 

этой точки зрения представляло и немецкое издание «Ос-

нов христианской религии» Кальвина (№ 16), выпущенное 

в 1572 г. в Гейдельберге. Сочинения Вергилия, значащиеся 

под № 187, были изданы в 1583 г. 

Каталог показывает, что Эйлер интересовался и новой 

историей. В его библиотеке были книги по истории Фран-

ции (№ 283), Голландии (№ 281), России (№ 170; француз-

ское издание, Гаага, 1725 г.; автор не указан), по всеобщей 

истории (№ 314—315). 

 Из философских произведений обращают на себя вни-

мание прижизненные издания Р. Декарта: «Размышления о 

первой философии», опубликованные в Амстердаме в 1645 

году (№ 303), и «Письмо к Боэцию» (№ 304), вышедшее из 

печати там же в 1643 г. Имеются также произведения 

Ф. Бэкона (№ 324; без указания года издания), русский пе-

ревод трактата Фонтенеля о множественности миров 

(№ 412), сочинение Т. Кампанеллы об испанской монархии 

(№ 465) и др. 

Важное место в библиотеке Эйлера занимали словари 

древних и современных языков (№ 60, 69, 81, 94, 104, 130, 

375 и др.), а также различные учебники грамматики. 

Среди математических книг больше всего современ-

ных Эйлеру изданий — его собственные работы и сочине-

ния ученых, с которыми он периодически поддерживал 



 

 
 

Страница записной книжки Л. Эйлера 

Ф. 136. Оп. 1. № 134. Л. 192 

 

Каталог книг библиотеки Эйлера 

 

 
 

Страница записной книжки Л. Эйлера 

Ф. 136. Оп. 1. № 134. Л. 200 

 

Каталог книг библиотеки Эйлера 
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научные связи. К ним относятся труды братьев Бернулли, 

занесенные в список в самом его начале (№ 37, 40—45), 

сочинения Ж. Даламбера, в частности трактат о причине 

ветров (№ 403), который неоднократно обсуждался в пере-

писке Эйлера с Д. Бернулли [9, с. 32—34]. 

Обращаясь к опубликованной корреспонденции Эйле-

ра, иногда мы можем выяснить происхождение той или 

иной книги, указанной в каталоге. Так, оказывается, что 

изданную в 1745 г. двухтомную переписку Г. В. Лейбница с 

Иоганном Бернулли (№ 44—45) последний прислал Эйлеру 

в том же году, о чем сообщается в его письме от 23 сентяб-

ря [9, с. 42, письмо № 188]. Числящаяся в списке под № 121 

книга А. К. Клеро (A. C. Clairaut, 1713—1765) «Теория фи-

гуры Земли», которая была издана в Париже в 1743 г., так-

же была подарена Эйлеру автором: о ее отправке он сооб-

щал в письме от 7 сентября 1743 г. [9, с. 139—140, письмо 

№ 1104]. 

В каталоге отмечено несколько (№ 120, 122—125, 131) 

сочинений П. Л. Мопертюи (P. L. Maupertuis, 1698—1759), 

с которым Эйлера долгие годы связывали дружеские отно-

шения. В их числе — «Фигура Земли» («La figure de la 

terre». Paris, 1738), посланная автором 20 мая 1738 г. 

[9, с. 213, письмо № 1736]. За этот подарок Эйлер выразил 

ему «величайшую благодарность» в письме от 23 ноября 

(4 декабря) того же года [10, с. 169—174; 9, с. 213, письмо 

№ 1737] и сообщил о нем Д. Бернулли [9, с. 25, письмо 

№ 85]. Труды Мопертюи «Рассуждение о параллаксе Лу-

ны» («Discourse sur la parallaxe de la Lune». Paris, 1741) и 

«Морская астрономия» («Astronomie nautique». Paris, 1743), 

фигурирующие под № 120 и 123, также упоминаются в пе-

реписке [9, с. 232, письмо № 336; с. 32, письмо № 126]. 

Под номерами 119 и 126 в списке значатся сочинения 

маркизы Дю Шатле (G. E. du Chatelet, 1706—1749) — од-

ной из образованнейших женщин Франции того времени, 

научные исследования которой высоко ценил Вольтер, от-

мечавший ее «обширный и могучий ум» [11]. Первое из 



 10 

них — «Основы физики» («Institutions physiques»), издан-

ные в 1742 г. в Амстердаме, второе — «Диссертация о при-

роде и распространении огня» («Dissertation sur la nature et 

la propagation de la feu». Paris, 1744). Эйлер, как видно из 

его переписки, относился к трудам Дю Шатле с большим 

вниманием и дал им высокую оценку. «Диссертация о при-

роде и распространении огня» была представлена на кон-

курс в связи с премией, установленной в 1738 г. Парижской 

Академией наук за работу на указанную тему. Победу в 

нем одержал Эйлер [12], но исследование Дю Шатле было 

также отмечено и напечатано в 1744 г. Еще до публикации 

она послала копию работы Эйлеру через Мопертюи. 

В письме к последнему от 19 февраля (1 марта) 1740 г. 

[9, с. 213, письмо № 1738; 10, с. 174] Эйлер выражает при-

знательность за посланные им, но задержавшиеся в дороге 

статьи и замечает: «Я огорчен этой задержкой, так как 

охвачен нетерпением увидеть среди других статью знаме-

нитой маркизы, которая соизволила почтить меня, высту-

пив моим конкурентом». Тем же числом помечено его 

письмо к самой Дю Шатле [9, с. 263, письмо № 2234; 10, с. 

280—281]. В нем сказано: «Для меня, милостивая госуда-

рыня, крайне почетно работать на одном поприще с особой, 

которая является одним из самых редких украшений своего 

пола, благодаря тому блеску, каким Вы озарили даже са-

мые возвышенные науки, в которые Вы внесли величие 

Вашего таланта». Понятно поэтому, что после выхода из 

печати это сочинение Дю Шатле заняло место в библиотеке 

Эйлера. 

Экземпляр «Основ физики» Дю Шатле, опубликованных 

в 1742 г. (первое издание — Париж, 1740), был также при-

слан Эйлеру автором. Об этом свидетельствуют письмо Эй-

лера к Гольдбаху от 27 апреля (8 мая) 1742 г. [9, с. 89, пись-

мо № 648], в котором сказано: «Мадам маркиза Дю Шатле 

прислала мне экземпляр нового издания «Основ физики» 

вместе со своим портретом» [13, с. 101]. По-видимому, после 

получения книги Эйлер написал письмо к Дю Шатле, по-
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священное разбору этого сочинения и содержащее весьма 

лестный отзыв о нем; письмо датируется приблизительно 

1742 г. [9, с. 164, письмо № 2235; 10, с. 275—280]. 

Диссертация астронома и математика Г. Гейнзиуса 

(G. Heinsius, 1709—1769) о кольце Сатурна («De apparentiis 

annuli Saturni commentario». Lipsiae, 1745), была, как свиде-

тельствует переписка [9, с. 77, письмо № 534], выслана ав-

тором Эйлеру 25 июля 1745 г.; она числится в каталоге под 

№ 79. 

В списке упоминаются также книги (№ 95, 97, 98) аст-

ронома Ч. Лидбеттера (Ch. Leadbetter, ум. 1744). Среди них 

«Полная система астрономии» («A complete system of 

astronomy. With new tables and astronomy of satellits», 

London, 1729), на которую ссылается Гейнзиус при оценке 

лунных таблиц Эйлера в письме от 26 февраля 1746 г. 

[9, с. 77, письмо № 538]. 

Под № 53 в списке Эйлера значится сочинение акаде-

мика Ж. Н. Делиля (J. N. Delisle, 1688—1768). Это «Memoi-

res pour servire a l’histoire et au progrès de l’astronomie, de la 

geographie et de la physique» (St.-Pet., 1738), в котором со-

браны материалы по истории астрономии [14, с. 65]. 

Трактат данцигского математика Г. Кюна (H. Kühn, 

1690—1769) «Рассуждение о происхождении источников» 

(«Meditationes de origine fontiüm et aquae putealis». 

Bordeaux, 1741), высланный автором Эйлеру 28 февраля 

1742 г. [9, с. 163, письмо № 1309], занесен в каталог под 

№ 32. В письме к Гольдбаху от 13 (24) августа 1743 г. Эй-

лер неодобрительно отозвался об этой книге, сообщая, что 

внимательно прочел ее и свои замечания отправил Кюну 

[13, с. 178—179]. Они вызвали оживленную переписку 

[9, с. 163—164; 10, с. 133—140]. 

Под № 128 числится трактат о комете 1743—1744 г. 

(«Traité de la comete qui a paru décembre 1743 jusqu’ mars 

1744», Paris, 1744) швейцарского астронома Ж. Ф. Шезо 

(J. Ph. Loys de Cheseaux, 1718—1751). Это сочинение, не 

раз упоминающееся в переписке Эйлера с учеными, вызва-
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ло интерес и одобрение как самого Эйлера, так и Д. Бер-

нулли, Ж. Н. Делиля, Г. Гейнзиуса [9, с. 31, 116, 271, пись-

ма № 115, 117, 880, 2309]. В письме к Шумахеру от 10 но-

ября 1744 г. Эйлер, высоко оценивая трактат Шезо, реко-

мендовал его автора на место Делиля в случае отъезда по-

следнего из Петербурга [9, с. 271, письмо № 2309]. 

Наряду с книгами современных Эйлеру математиков и 

астрономов в его библиотеке имелись труды классиков 

древности, в том числе греческие и латинские издания 

«Начал» и других сочинений Евклида (№ 235, 284, 357), 

«Конические сечения» Аполлония издания 1669 г. (№ 259). 

Насчитывалось также немало книг европейских математи-

ков XVI—XVII вв.: алгебраический трактат Христофора 

Рудольфа в обработке Михаэля Штифеля (№ 165), «Ключ 

математики» В. Оутреда (№ 332), труды Непера (№ 78), 

Стевина (№ 62), Кеплера (№ 257), Ван Схоутена (№ 117). 

Почетное место в библиотеке Эйлера принадлежало, 

по-видимому, трудам Ньютона (№ 38—39, 448—450). Его 

«Математические начала натуральной философии» име-

лись в трех экземплярах, которые числятся в каталоге под 

№ 448—450. Рядом с названием сочинения Эйлер припи-

сал: «С замечаниями». Вероятно, здесь речь идет о его соб-

ственноручных пометках на полях принадлежавшей впо-

следствии С. И. Вавилову книги, которые были исследова-

ны В. И. Лысенко [15]. Запись в каталоге позволяет уточ-

нить время составления этих заметок Эйлера. 
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Ж. Ю. Личикова 

 

МЕТОД ЛОМАНЫХ ЭЙЛЕРА В ВАРИАЦИОННОМ 

ИСЧИСЛЕНИИ 

 

Приоритет в создании вариационного исчисления при-

надлежит Леонарду Эйлеру (1707—1783). С помощью это-

го исчисления им были получены решения многих задач: о 

геодезических линиях, о максимальной и минимальной 

площади поверхности тела вращения, ряд изопериметриче-

ских задач и т.д. Кроме того, Эйлер создал метод прибли-

жённого решения вариационных задач, который получил 

название метода ломаных [1—6] и стал первым из большо-

го класса методов, называемых прямыми методами вариа-

ционного исчисления. 

Использование метода ломаных связано с громоздкими 

преобразованиями и вычислениями. Поэтому Эйлеру уда-

лось дать его ясное и полное изложение только в результа-

те многолетнего упорного труда. Проследить за созданием 

метода ломаных можно, рассмотрев работы Эйлера по ва-

риационному исчислению (Е9, E16, Е27, Е56, Е65

 [7—11]), 

особенно «Метод нахождения кривых линий, обладающих 

свойствами максимума либо минимума, или решение изо-

периметрической задачи, взятой в самом широком смысле» 

                                                      
 Труды Эйлера указаны по порядковым номерам из библиографи-

ческого списка Г. Энестрёма. 
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(Е65) [7], а также заметки из записных книжек, хранящихся 

в Санкт-Петербургском филиале Архива Российской Ака-

демии Наук (ПФА РАН) [12]. 

Первые результаты Эйлер опубликовал в 1734 г. в ра-

боте «Общее решение изопериметрической задачи, взятой в 

самом общем смысле» [10]. В ней изложен метод решения 

задач на относительные максимумы и минимумы, который 

сейчас носит название «правила Эйлера». Его применение 

для решения различных задач механики Эйлер продемон-

стрировал во втором томе сочинения «Механика, то есть 

наука о движении, изложенная аналитическим способом» 

[9], вышедшего из печати в 1736 г. 

Основной труд Эйлера, в котором заложены основы 

вариационного исчисления, — «Метод нахождения кривых 

линий, обладающих свойствами максимума либо миниму-

ма…» [7], — был опубликован только в 1744 г. В этой ра-

боте он обобщил все более ранние результаты своих иссле-

дований и изложил общий метод решения многих вариаци-

онных задач, который назвал «методом максимумов и ми-

нимумов в применении к кривым линиям». 

Вначале Эйлер подробно останавливается на постанов-

ке задачи и вводит необходимые определения и обозначе-

ния. Он пишет: «Метод максимумов и минимумов в приме-

нении к кривым линиям есть метод нахождения таких кри-

вых, которые обладали бы каким-либо наперед заданным 

свойством максимума или минимума… Задачи, относящие-

ся к этому методу, должны ставиться так, чтобы отыска-

нию подлежали кривые, отнесенные к заданной по поло-

жению оси и обладающие свойством максимума или ми-

нимума среди всех тех кривых, которые соответствуют од-

ной и той же абсциссе… и проходят через две заданные 

точки» [7, с. 25—28].  

Отличительной особенностью «Метода нахождения 

кривых линий…» является специальная символика, вве-

денная Эйлером, чтобы избежать громоздких выражений. 
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Рис. 1 

 

Рассматривается кривая az  (рис. 1) и точка M  на от-

резке AZ  с ординатой Mm  ( yMm,xAM  ). От точки 
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Далее Эйлер вводит понятие «формулы максимума или 

минимума»: он рассматривает величину W, «которая для 

разыскиваемой кривой должна получить наибольшее или 
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наименьшее значение», и доказывает, что эта «формула W  

должна быть неопределенной интегральной величиной, 

которая может быть проинтегрирована только в том случае, 

когда будет взято заданное соотношение между x  и y , т. е. 

должна иметь такой вид:  dxZ » [7, с. 38—46]. 

Как отметил К. А. Рыбников, «хотя во всех вариацион-

ных задачах, решавшихся до Эйлера, формула максимума 

или минимума всегда была задана в конечном счёте в виде 

определённого интеграла (или, в случае словесного выра-

жения, речь всегда шла о свойстве, дававшем при переводе 

на язык символов тоже интеграл), но только Эйлер сфор-

мулировал задачу вариационного исчисления в общем ви-

де, именно как задачу на экстремум некоторого «инте-

грального выражения вида  dx...,y,y,y,xZW   » 

[3, с. 460]. 

Эйлер указывает на три различных рода формул W. 

Первый род — это те формулы, в которых Z есть «либо ал-

гебраическая, либо вообще определенная функция от вели-

чин ...,r,q,p,y,x ». Ко второму роду относятся те форму-

лы, в которых выражение Z содержит интегральные соот-

ношения, «т. е. само Z  будет неопределенной величиной, 

значение которой нельзя указать, если не дано соотноше-

ния между x и y». Третий род составляют формулы, в кото-

рых значение Z определяется дифференциальным уравне-

нием, «не поддающимся интегрированию» [7, с. 48]. 

Для первого рода Эйлер доказывает, что если amzесть 

кривая, для которой значение формулы  dxZ  достигает 

максимума или минимума, где Z представляет собой алгеб-

раическую или какую-либо иную определенную функцию 

от ,...,,,, rqpyx , то любой части mn этой кривой, соответ-

ствующей отрезку MN, значение  dxZ  будет также мак-

симумом или минимумом (рис. 1). 
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Доказательство основано на том, что если значения 

формулы  dxZ , соответствующие отрезкам АМ, МN, NZ, 

обозначить через P, Q и R, то они не будут зависеть одно от 

другого. Поэтому когда их сумма RQP   достигает мак-

симума или минимума, необходимо, чтобы каждое из них в 

отдельности обладало тем же свойством. 

Если же формула W относится ко второму или к треть-

ему роду, то свойство максимума или минимума будет при-

суще только всему отрезку кривой AZ. В этих случаях Эй-

лер предлагает «варьировать» данные кривые. Он пишет: 

«Если amnoz есть отнесенная к данной абсциссе AZ кривая 

(рис. 2), для которой формула  dxZ  получает наибольшее 

или наименьшее значение, и мы представим себе другую 

кривую amvoz, бесконечно мало отличающуюся от нее, то 

значение формулы  dxZ  для обеих кривых будет одно и 

то же» [7, c. 62]. 

 

 
 

Рис. 2 

 

На основании варьирования кривых Эйлер дает опре-

деление «дифференциального значения» формулы W, назы-

вая так «разность значений, принимаемых этой формулой 

для разыскиваемой экстремальной кривой и для той же 

кривой, испытавшей бесконечно малое изменение» 

[7, с. 66]. 



 19 

«Таким образом, — пишет он, — вся трудность при 

нахождении кривых, обладающих экстремальными свой-

ствами, свелась к тому, чтобы для каждой формулы макси-

мума или минимума отыскать соответствующее ей диффе-

ренциальное значение». И затем «если положить диффе-

ренциальное значение равным нулю, то получится уравне-

ние, которым выразится природа разыскиваемой функции» 

[там же]. 

Все вариационные задачи Эйлер подразделяет на зада-

чи о нахождении абсолютных и относительных экстрему-

мов и решает их с помощью «абсолютного» и «относитель-

ного» методов. «Абсолютный метод максимумов и мини-

мумов, — разъясняет он, — учит среди всех вообще кри-

вых, отнесенных к одной и той же абсциссе, определять ту, 

для которой какая-либо наперед заданная переменная ве-

личина получала бы наибольшее или наименьшее значе-

ние… Относительный метод максимумов и минимумов 

учит определять кривую, обладающую свойством макси-

мума или минимума, не среди всех вообще кривых, соот-

ветствующей одной и той же абсциссе, а среди только тех, 

которые имеют какое-либо наперед указанное общее свой-

ство» [7, с. 29—31]. При этом Эйлер отмечает, что задача, 

решаемая относительным методом, может быть сведена к 

задаче на нахождение абсолютного экстремума. 

Нахождению абсолютных максимумов и минимумов 

посвящается вторая и третья главы мемуара «Метод 

нахождения кривых линий…».  

Сначала Эйлер ищет приращения, получившиеся из-за 

увеличения «какой-нибудь из ординат Nn  кривой линии 

amz  на бесконечно малую частицу n » [7, с. 68—70]. 

Найденные приращения он собирает в таблицу: 
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Далее, полагая, что функция Z  зависит только от x  и 

y , Эйлер ищет кривую az , для которой значение формулы 

 dxZ  было бы наибольшим или наименьшим» [7, с. 72—

75]. Для решения этой задачи он заменяет интеграл  dxZ  

суммой 

...dxZdxZdxZdxZdxZ...  


, 

т. е. площадь криволинейной трапеции, ограниченной кри-

вой az , заменяется суммой площадей прямоугольников, у 

которых одна сторона равна dx , а другая — соответству-

ющему значению функции Z . 

Если одну из ординат Nn  увеличить на бесконечно ма-

лую величину n , то сумма должна сохранить то же самое 

значение, и следовательно, дифференциальное значение 

формулы  dxZ  должно исчезнуть, т. е. дифференциальное 

значение выражения 

...dxZdxZdxZdxZdxZ...  


 

должно быть равно нулю. 

Функция Z  зависит только от x  и y , поэтому диффе-

ренциалы значений ...,Z,Z,Z


  будут иметь следующий 

вид: 
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...,dyNdxMdZ

,dyNdxMdZ

,dyNdxMdZ











  

Эйлер предлагает продифференцировать члены 

...,dxZ,dxZ,dxZ 


 и в полученных дифференциалах 

«вместо dy  написать n , а вместо остальных дифферен-

циалов — нуль». Из данных членов только один будет 

иметь дифференциальное значение, отличное от нуля, ко-

торое будет равно  ndxN . Так как dNNN  , где 

dN  — бесконечно малая величина, то NN  . Таким об-

разом, Эйлер получает уравнение 0ndxN   или 0N  , 

определяющее искомую кривую. 

Затем Эйлер усложняет задачу, предполагая, что Z  

есть функция, зависящая от y,x  и p . При этом 

dpPdyNdxMdZ  . 

Для решения этой задачи он поступает аналогично 

предыдущему [7, с. 87—97].  

Как и раньше, интеграл  dxZ  заменяется суммой 

...dxZdxZdxZdxZdxZ...  


, для которой 

ищется дифференциальное значение. Приравняв его нулю и 

пользуясь таблицей приращений, Эйлер получает уравне-

ние 

0
dx

dP
N  , 

которым «и выразится природа искомой функции». Это 

уравнение вариационного исчисления сейчас носит назва-

ние «классического уравнения Эйлера». 

В конце второй главы «Метода нахождения кривых 

линий…» Эйлер решает общую задачу: «Найти кривую, 

для которой значение формулы  dxZ  было бы наиболь-

шим или наименьшим, если Z  есть функция, заключающая 

в себе дифференциалы любого порядка, так что 
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...dqQdpPdyNdxMdZ  »  [7, с. 144]. 

Такой постановкой вопроса Эйлер распространил ме-

тод максимумов и минимумов на решение задач, в которых 

подынтегральная функция зависит от производных более 

высокого порядка и от бесконечно большого числа произ-

водных. В последнем случае он получает уравнение: 

...
dx

Rd

dx

Qd

dx

dP
N0

3

3

2

2

  

В третьей главе Эйлер излагает метод нахождения кри-

вых в тех случаях, когда функция Z, входящая в неопреде-

ленную интегральную величину W, зависит от неопреде-

ленной величины  dx]Z[ , где ]Z[  — функция, за-

висящая от ,...r,.q,p,y,x  

Вначале он составляет таблицу приращений, получае-

мых в любой точке оси при увеличении ординаты Nn  на 

бесконечно малую частицу n : 

 
 

 

 

  ...,
dx

]T[d10]T[d15]T[6

dx

]S[d4]S[3

dx

]R[
dxnd

,
dx

]T[d5]T[4

dx

]S[
dxnd

,
dx

]T[
dxnd

,0d

5

2

43

54

5








 












 
















 

Далее рассматривается простой случай, когда величина 

]Z[  зависит только от переменных ...,q,p,y,x , т. е. 

 dLdZ  и  dx]Z[ , при условии, что 

...dp]P[dy]N[dx]M[]Z[d   

Как и во второй главе, Эйлер предлагает заменить ин-

теграл  dxZ  суммой  

dxZdxZdxZdxZdxZdxZ VIV   , 

ограничившись лишь шестью членами [7, с. 169—173]. 
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Учитывая, что  

   
  ...,ddxLdxZd

,ddxLdxZd,ddxLdxZd








  

и используя составленную таблицу приращений, Эйлер по-

лучает «дифференциальное значение» 

,
dx

))dxLH(]T([d
...

dx

))dxLH(]Q([d

dx

))dxLH(]P([d
)dxLH(]N[dxn

5

5

2

2




























 

которое, «будучи приравнено к нулю, даст уравнение ис-

комой кривой» [7, с. 173]. Здесь H  — это значение форму-

лы  dxL , которое получится при ax  . 

В следующем предложении исследуется более сложная 

зависимость, когда Z  является функцией от ...,,,, qpyx  и 

неопределённых величин вида  dx]Z[ : «Пусть   

есть некоторая неопределённая интегральная функция 

 dx]Z[ , причем 

...dp]P[dy]N[dx]M[]Z[d  , 

и пусть Z  означает некоторую функцию как от этой 

величины  , так и от определенных величин 

,...,,,, rqpyx ,  так что  

...dpPdyNdxMdLdZ  ; 

найти кривую az , которая для данной абсциссы aAZ   

сообщала бы наибольшее или наименьшее значение 

формуле  dxZ » [7, c. 185]. 

Для решения этой задачи Эйлер составляет 

дифференциалы следующим образом: 
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   

   
    ...,...dpPdyNdxMdLdxdxZd

,...dpPdyNdxMdLdxdxZd

,...dpPdyNdxMdLdxdxZd









  

Тогда уравнение искомой кривой есть 

 
  

  
...

dx

Rd

dx

Qd

dx

dP
N...

dx

dxLH]Q[d

dx

dxLH]P[d
dxLH]N[0

3

3

2

2

2

2
















 

В последнем предложении третьей главы [7, с. 213—

220] Эйлер рассматривает случай, когда функция Z зависит 

от величины  , заданной посредством дифференциально-

го уравнения dx]Z[d  , в котором ]Z[  зависит и от 

величин ,...r,q,p,y,x  и от величины  . При этом  

...dp]P[dy]N[dx]M[d]L[]Z[d  , 

и 

...dpPdyNdxMdLdZ   

Положив, что дифференциалы суть 

...,nd,nd,nd        (1) 

и составив соответствующие «дифференциальные значе-

ния» 

 

 

 

  ...,LdxndxZd

,
dx

Q

dx

P
NLdxndxZd

,
dx

Q2

dx

P
LdxndxZd

,
dx

Q
LdxndxZd

2

2

2











































 

Эйлер находит из (1) значения ,...,,,  : 
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...

,
dx

]Q[d
]P[ddx]N[

]Q[d]L[2]Q][L[dx]P][L[

dx]Q][L][L[]Q][L[

,
dx

]Q[d2]Q[
]P[]Q][L[

,
dx

]Q[

,0

2






















 

«Дифференциальное значение», соответствующее эле-

ментам dxZdxZdxZ   , будет равно 








 


dx

]Q[dL2dL]Q[
]P[L]Q][L[L

dx

Qd

dx

dP
Ndxn

2

2

. (2) 

Для вычисления «дифференциального значения» всех 

остальных элементов Эйлер предлагает рассмотреть сле-

дующую сумму: 

     
      ...dx]L[1dx]L[1dx]L[1dxL

dx]L[1dx]L[1dxLdx]L[1dxLdxLV









 

Составив уравнение dxLdx]L[VdV   и проинте-

грировав его, он получает значение для  

 
   dxLeHeV dx]L[dx]L[ , 

где H  есть значение «интегральной формулы» 
 dxLe dx]L[  

при ax  . 

Учитывая (2) и полученную сумму, Эйлер составляет 

«дифференциальное значение», из которого получает урав-

нение искомой кривой: 

     
...

dx

V]R[Rd

dx

V]Q[Qd

dx

V]P[Pd
V]N[N0

3

3

2

2










  

Далее Эйлер излагает метод нахождения относитель-

ных максимумов и минимумов. Этому вопросу посвящены 
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пятая и шестая главы мемуара «Метод нахождения кривых 

линий…». 

В начале пятой главы Эйлер вводит определение обще-

го свойства, которое «есть интегральная формула или не-

определенное выражение, имеющее одинаковое значение 

для всех кривых, из числа которых надо определить иско-

мую» [7, с. 318]. Затем формулируется обобщенная изопе-

риметрическая задача: «Среди всех кривых, обладающих 

на данном отрезке оси одним и тем же общим свойством 

 dxY , определить ту, которая сообщала бы наибольшее 

или наименьшее значение формуле  dxZ » [7, с. 323]. 

Эйлер дает общие правила решения таких задач. Пусть 

az  есть та кривая, которая среди всех кривых, обладающих 

одним и тем же общим свойством B , сообщает наиболь-

шее или наименьшее значение выражению A . Увеличив 

две ординаты Nn  и Oo  (рис. 3) на бесконечно малые «ча-

стицы n  и o », Эйлер находит «дифференциальные зна-

чения» обоих выражений A  и В, полученных при этом, и 

приравнивает их нулю. 

 
 

Рис. 3 

«Таким образом, — пишет он, — будут получены два 

уравнения, одно из общего свойства, другое из выражения 

максимума или минимума; оба они будут иметь форму 

0oTnS  , где S  и T  будут величины, относящиеся 

к кривой линии» [7, с. 325—328]. Исключив из этих двух 
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уравнений «частицы n  и o », Эйлер получает уравнение 

искомой экстремальной кривой. При этом он уточняет, что 

такое же уравнение получается, если искать кривую, для 

которой выражение BA   достигает абсолютного 

максимума или минимума. Следовательно, получено пра-

вило, позволяющее вместо обобщенной изопериметриче-

ской задачи решать задачу на абсолютный экстремум. 

Этот метод Эйлер распространяет и на тот случай, ко-

гда имеет место несколько общих свойств. Пусть среди 

всех кривых, обладающих общими свойствами А и В, 

ищется кривая, которая будет сообщать наибольшее или 

наименьшее значение выражению С; в то же время она со-

общает наибольшее или наименьшее значение выражению 

CBA  . Эйлер указывает на возможность распро-

странения этого метода на решение задач, в которых кри-

вая ищется среди всех кривых, имеющих «сколько угодно» 

общих свойств. 

Применение метода максимума и минимума Эйлер де-

монстрирует на большом количестве примеров из матема-

тического анализа и механики. 

Иллюстрации того, каким образом создавался и ис-

пользовался общий метод решения вариационных задач, 

мы находим в записных книжках Эйлера. Так, в записной 

книжке № 131 [13], датированной 1736—1740 гг., имеется 

заметка о методе ломаных, в которой Эйлер ставит следу-

ющую задачу: «Среди всех кривых найти ту, которая сооб-

щает величине  dxZ  максимальное или минимальное зна-

чение. Функция Z  есть функция, зависящая от двух пере-

менных yx,  и выражений вида ...,dxT,dxS  ».  

Полагая, что дифференциал функции Z  есть 

...,drK

dqIdpHdxGdyF...TdxBSdxAdZ




 

где ...,,,, dxsdrdxrdqdxqdpdxpdy  ,  
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и dpNdT,dpMdS  , Эйлер утверждает, что найдется 

величина P , которая примет вид: 

...
dx

Ld

dx

Kd

dx

Id
dHdxFdxNB

dxMA...dxBdNdxAdMP

3

4

2

32



 
 

Нахождение этой величины сводится к вычислению 

интегралов  dxA  и  dxB . Эта величина, будучи прирав-

нена нулю, даст уравнение искомой кривой. 

В записной книжке № 133 [14], датированной 1749—

1753 гг., Эйлер решает задачу, сформулированную, как он 

пишет, Я. Бернулли: «Найти кривую, сообщающую вели-

чине  dxS  максимум или минимум. Величина S  зависит 

от неопределенной величины    dxp1 2  и имеет 

дифференциал dpLdS  . Для решения этой задачи приме-

няется абсолютный метод, рассмотренный в «Методе 

нахождения кривых линий…».  

В записной книжке № 132 (1740—1744 гг.) Эйлер рас-

сматривает вариационную задачу для интеграла  dxZ , при 

условии, что функция Z  зависит от ...,
dx

yd
,

dx

dy
2

2

 [6, с. 81], и 

формулирует теорему об однородных функциях:  

.z
z

Z
y

y

Z
x

x

Z
nZ














  

На л. 173 [15] Эйлер записывает метод для отыскания 

минимума интеграла  2R

ds
, который ему сообщил 

Д. Бернулли в письме от 20 октября 1742 г., и развивает 

этот метод. Некоторые эти результаты были опубликованы 

в «Методе нахождения кривых линий…» [7]. 

Таким образом, вариационное исчисление в трудах Эй-

лера приобрело вид общего метода для решения любой 



 29 

изопериметрической задачи, который можно сформулиро-

вать следующим образом: 

1. Производная 
i

y  заменяется отношением 
x

yy
i1i




 , 

где 
n

ab
x


 , интеграл  

b

a

dx)y,y,x(fW  — сум-

мой
















1n

0i

i1i

ii
x

yy
,y,xf , т.е. с геометрической точки зре-

ния кривая интеграции W  заменяется ломаной. 

2. Задача об отыскании экстремума переменной вели-

чины W преобразовывается в задачу об отыскании экстре-

мума функции 



















1n

0i

i1i

iin10
x

yy
,y,xf)y...,,y,y(S . 
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Ж. Ю. Личикова 

 

МЕТОДЫ ЭЙЛЕРА ДЛЯ ПРИБЛИЖЁННОГО 

ВЫЧИСЛЕНИЯ ПРОИЗВОДНОЙ 

«НЕПРЕДСТАВИМОЙ» ФУНКЦИИ 

 

Леонарду Эйлеру (1707—1783) принадлежит большая 

заслуга в разработке приближённых методов математиче-

ского анализа. Он является создателем различных методов 

приближенного решения обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений, краевых задач, методов численного интер-

полирования, интегрирования и дифференцирования. 

В своём знаменитом труде «Дифференциальное исчисле-

ние» [1], опубликованном впервые в 1755 г., Эйлер предложил 

как точные методы нахождения производных функций, так и 

приближённые. На основе теории конечных разностей он по-

лучил производные «непредставимых» функций. 

Непредставимыми функциями он называл такие функ-

ции, которые нельзя выразить определённым аналитиче-

ским выражением, т.е. которые не являются алгебраиче-

скими или известными ему трансцендентными функциями. 

Эйлер рассмотрел два вида непредставимых функций — 

это функции, представленные в виде суммы 

X...BAS   и в виде произведения X...BAS  . 

«Общее понятие о непредставимых функциях, — пи-

шет он, — может нам дать рассмотрение рядов. В самом 

деле, пусть предложен какой-либо ряд 
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X...DCBA

x...4321


  ;                          (1) 

если его сумму S  нельзя выразить конечной формулой, то 

она будет непредставимой функцией от x , а именно, 

X...DCBAS  » [1, с. 509]. 

Предполагая изложить метод разыскания дифференци-

алов таких непредставимых функций, Эйлер отмечает: 

«Так как это исследование является совершенно новым, и 

никем до сих пор не производилось, то мы настолько ещё 

далеки от возможности исчерпать эту часть дифференци-

ального исчисления, что попытаемся лишь наметить её ос-

новы. А затем я приведу несколько вопросов, разрешение 

которых требует дифференцирования такого рода функций, 

чтобы можно было тут же видеть пользу этого исследова-

ния. В будущем она, несомненно, станет гораздо большей» 

[1, с. 510]. 

Свои исследования Эйлер начинает с рассмотрения 

простейшего случая, когда член ряда X  с индексом x  

стремится к нулю при x . 

Пусть дана функция X...DCBAS   и   есть 

то значение функции S, которое она получает, если вместо x  

положить x . Члены, соответствующие индексам 

 x...,,2x,1x,x , Эйлер обозначает через ...,,X,X,X   


X , а члены, соответствующие индексам ,1x,x   

 x...,,2x , — через 


 Z...,,Z,Z,Z . При таких 

обозначениях он получает: 

 

....

...

,

,

,










XXXSS

XXXSS

XXSS

XSS

 
....

...

,

,

,




 

 



ZZZ

ZZZ

ZZ

Z

 

(2) 
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Если последовательность ...,X,X,X   имеет конечный 

предел, то разности ряда ...,S,S,S   становятся равными. 

В этом случае ряд ...,S,S,S
21 

 будет представлять 

собой арифметическую прогрессию, т. е. 

    
 S1SSSSS

11
. 

Так как 


 S  и 
11

XSS


 ; то 
1

XS


 . 

Используя (2), получаем 

...ZZZ

...XXXXS
1






 

Если бесконечно удалённые члены ряда ...CBA   

исчезают, то член 
1

X


  исчезает, и его можно опустить. 

«Итак, — заключает Эйлер, — значение количества   

выражается новым рядом; его можно получить, если изве-

стен общий член ряда ...CBA  , из которого можно 

определить значения членов ...,Z,Z,Z   Таким образом, 

если   положить бесконечно малым, то, поскольку тогда 

S  есть дифференциал функции S , этот дифференциал 

dS  можно будет выразить бесконечным рядом. Если же не 

пренебрегать высшими степенями  , то мы получим пол-

ный дифференциал этой непредставимой функции S » 

[1, с. 513]. 

Этот метод применяется и для случая, когда для ряда 

X...DCBAS   бесконечно удаленные члены не 

обращаются в нуль. Тогда член Z , соответствующий 

x , равен 

...
dx321

Xd

dx21

Xd

dx

dX
XZ

3

33

2

22













 ,        (3) 

а сумма x  членов есть 
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 





...XXXd
dx

XS
1

  

  ......XXXd
dx21

2

2

2





  

Эйлер пишет: «Если 
1

X


 не равен нулю, то, чтобы 

устранить из рассмотрения бесконечность, можно предста-

вить это количество следующим образом: 

    ...XXXXXX
1




» [1, с. 517]. 

Откуда следует, что сумма   будет равна 

    

   










...XXXd
dx21

...XXXd
dx

...XXXXXS

2

2

2

  ......XXXd
dx321

3

3

3





       (4) 

Положив dx , Эйлер получает следующую формулу 

для вычисления дифференциала функции S : 

    

   

  ......XXXd
6

1

...XXXd
2

1
...XXXd

...XXXXdxdxXdS

3

2







 

Если 0x  , то 0S   и   будет суммой   членов 

ZCBA  ... , где Z  есть член, индекс   которого 

является или целым или дробным числом.  

Далее Эйлер рассматривает ряды с общими членами 

...,,,,
3

3

2

2

dx

Xd

dx

Xd

dx

dX
X  и обозначает их суммы через 

...,
dx

Xd
,

dx

dX
,X

2

2

CBA    

Тогда формулу (4) можно переписать так: 



 35 

      

...

...CDBCABA

32 



DCB
 

Таким образом, для любого x  значение суммы S  вы-

разится формулой 

      

...,xxx

...CDBCABxAxS

32 



DCB
 

производные будут иметь вид: 

     

...,x10x6x3
dx2

Sd

...,x4x3x2

...CDBCABA
dx

dS

32

2

2

32







FEDC

EDC

B

 

а полный дифференциал: 

     

   
  ...dxdxx4dxx6dxx4

dxdxx3dxx3dxdxx2dx

...dxCDdxBCdxABdxAdS

43223

3222







E

DCB  

«Итак, — пишет Эйлер, — этим способом можно выра-

зить дифференциал какой-либо непредставимой функции 

S , если бесконечно удаленные члены ряда ...CBA   

либо исчезают, либо равны между собой. Если бесконечно 

удалённые члены этого ряда не будут равны нулю, то сум-

ма ряда, образованного из общего члена 
dx

dX
, будет беско-

нечной, но в соединении с рядом     BCCBA  

  ...CD   дает конечную сумму» [1, с. 518]. 

В главе «О дифференцировании непредставимых 

функций» Эйлер рассматривает случай, когда не только 

сумма B  ряда 
dx

dX
, но и сумма C  ряда  2

2

dx

Xd
 стано-

вится бесконечно большой величиной и замечает, что «в 

этом случае не достаточно прибавить сумму 

      ...CDBCCBA  ». Теперь в (2) бесконечно 
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удаленные значения ...,S,S,S
21 

 уже не составляют 

арифметической прогрессии. «Прежде мы принимали, — 

пишет Эйлер, — что первые разности этих членов равны; 

теперь распространим этот метод на случай, когда лишь 

вторые разности или третьи, или более высокие полагаются 

постоянными» [1, с. 518]. 

Сначала Эйлер полагает, что вторые разности являются 

постоянными, и составляет таблицу: 

Значения:  ...,S,S,S
21 

 

Первые разности:  ...,X,X
21 

 

Вторые разности:  ...,XX
12 

  

Отсюда следует 

   

   
.X

21

1
X

21

3
S

XX
21

1
XSS

21

121





















 

Таким образом, получается следующая формула: 

   

...ZZZZZ...XX

XXXSXX
21

1
X

121











 

Полагая dx  и расписав бесконечно удаленные чле-

ны 
1

X


, 
2

X


 и члены ...,Z,Z,Z   по формуле (3), 

Эйлер окончательно получает значение «полного диффе-

ренциала предложенной непредставимой функции S »: 

 

   

















































X
21

dx1dx

...XXX

...X2X2X2

...XXX

21

dx1dx

dxX
...XXX

...XXX
dxdS
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 

   

       

   
 

    ......XXXd
6

1
...XXXd

2

1

...XXXdX
321

dx2dx1dx

X
321

dx2dx1dx
2X

321

dx2dx1dx

...XXX

...X3X3X3

...X3X3X3

...XXX

321

dx2dx1dx

X
21

dx1dx

33 
































































 

Он отмечает: «Это выражение имеет общий характер и 

даёт искомый дифференциал, каков бы ни был порядок тех 

разностей, которые становятся постоянными. Эта формула 

приспособлена к постоянным разностям, причём видно, 

каков будет закон её составления, если для получения по-

стоянных разностей придётся идти дальше» [1, с. 520]. 

Далее Эйлер полагает 0x   и по аналогии с первым 

случаем обозначает суммы рядов  

...,
dx

Xd
,

dx

dX
,X

2

2

CBA    

Тогда если бесконечно удаленные члены ряда 

...CBA   исчезают, то  

...xxxxS 432  EDCB  

Если бесконечно удаленные члены имеют только по-

стоянные первые разности, то к этому значению необходи-

мо добавить следующий ряд: 

.
...DCBA

...EDCB
Ax












  

Если же исчезают лишь вторые разности этих беско-

нечно удаленных членов, то добавляется ряд 
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 
.

...DCBA

...D2C2B2

...FEDC

A

B

21

1xx































 

Если третьи разности — 

   












































...DCBA

...D3C3B3

...E3D3C3

...GFED

A

B2

C

321

2x1xx
. 

В «Дифференциальном исчислении» Эйлер рассматри-

вает ещё один род непредставимых функций, которые вы-

ражены в виде произведения членов ряда (1): 

.X...DCBAS

x...



4321
 

Он пишет: «Так как прежде всего нам нужно диффе-

ренцировать такого рода непредставимые функции, то 

здесь мы найдём дифференциал функции XBAS  ... » 

[1, с. 524]. 

Для того чтобы свести этот случай к первому, он пред-

лагает взять логарифмы от S , т. е. 

  Xln...ClnBlnAlnX...CBAlnSln  .  (5) 

Если бесконечно удалённые члены этого ряда исчеза-

ют, то, применив рассмотренный выше метод, Эйлер полу-

чает: 

 ...XlnXlnXlnSlnln  

...ZlnZlnZln      (6) 

или 

...
Z

X

Z

X

Z

X
S 












  

Учитывая, что 

...Xlnd
dx2

Xlnd
dx

XlnZln 2

2

2







 , 

формулу (6) можно переписать следующим образом: 
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......)XlnXlnX(lnd
dx2

...)XlnXlnX(lnd
dx

Slnln

2

2

2











 

Затем Эйлер обозначает dx , тогда 

 ...)XlnXlnX(lnd
S

dS
Slnd   

......)XlnXlnX(lnd
2

1 2     (7) 

Если бесконечно удаленные члены ряда (5) не исчеза-

ют, но имеют исчезающие разности, то к найденному ряду 

для ln  нужно добавить ряд: 






















 ...

X

X
ln

X

X
ln

X

X
lnXln , 

т.е.  

...
Z

XX

Z

XX

Z

XX
XS

111



















 , 

а к выражению полного дифференциала — 





















 ...

X

X
ln

X

X
ln

X

X
lndxXlndx .          (8) 

Далее Эйлер полагает 0x   и получает следующую 

формулу 

...
X

C

X

B

X

A
S 








 , 

при условии, что логарифмы бесконечно удаленных членов 

ряда ...,D,C,B,A  исчезают. Если же исчезают их разности, 

то S  примет вид 

...
X

CD

X

BC

X

AB
AS

x1xx1xx1x

x 

















 

Образовав ряды   ...,
dx

Xlnd
,

dx

Xlnd
,Xln

2

2

 и обо-

значив их суммы через ...,,, CBA  соответственно, Эйлер 

получает выражение: 
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...xxx

...
C

D
ln

B

C
ln

A

B
lnxAlnxSln

32 











DCB

, 

из которого находит дифференциал «количества Sln » 

...dx3dx2

dx...
C

D
ln

B

C
ln

A

B
lndxAlndx

S

dS

32 











DC

B
 

и значение полного дифференциала 

   
  ...dxxdx4dxx6dxx4

dxdxx3dxx3dxdxx2dx

...
D

E
ln

C

D
ln

B

C
ln

A

B
lndxAlndx

S

dS

43223

3222















E

DCB  

Ещё один метод численного дифференцирования, 

предложенный Эйлером, основан на известной формуле 

суммирования: 

   
       

   
...,

720

0f1nf

12

0f1nf

2

0f1nf
dxxfxf

n

0x

1n

0












 




 

называемой сейчас формулой Эйлера — Маклорена. 

Впервые Эйлер привел эту формулу без доказательства 

и примеров в работе 1732 г. «Общий метод суммирования 

рядов» (E25) [2], а её вывод — в статье 1735 г. «Отыскание 

суммы ряда по данному общему члену» (E47) [3]. 

В 1742 г. Колин Маклорен (1698—1746) в «Трактате о 

флюксиях» получил её иным способом — последователь-

ным дифференцированием разложения функции  xf  в 

степенной ряд, после чего каждый из полученных рядов 

интегрировался на промежутке [0, 1]. Из найденной систе-

мы уравнений Маклорен выразил значение  0f  через ин-

тегралы и производные данной функции. Аналогично он 

нашел значения      nf...,,2f,1f , которые затем про-
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суммировал, что дало ему искомую формулу [4, с. 227—

230; 5, с. 52; 6, с. 57—63; 7, с. 454—458]. 

Формула Эйлера — Маклорена универсальна: с её по-

мощью можно находить как сумму ряда, так и приближен-

но вычислять интеграл функции, выражающий общий член 

этого ряда.  

В «Дифференциальном исчислении» (глава XVI) Эйлер 

предложил с помощью этой формулы приближенно диф-

ференцировать непредставимые функции. Он пишет: «Из-

ложенный метод дифференцирования непредставимых 

функций основан на предположении, что бесконечно уда-

лённые члены ряда ...,D,C,B,A  либо равны нулю, либо 

имеют исчезающие разности. Если ни то, ни другое не име-

ет места, то пользоваться этим методом нельзя. Поэтому я 

изложу здесь другой метод, не стесняемый этим условием; 

он основан на общем способе суммирования ряда, имею-

щего заданный общий член» [1, с. 532]. 

Эйлер рассматривает непредставимую функцию 

X...CBAS  . По формуле Эйлера — Маклорена 

он получает 

...,
dx654321

Xd

dx4321

Xd

dx21

dX
X

2

1
dxXS

5

5

3

3












 

C

BA

 

где ...,,, CBA  — бернуллиевы числа.  

Отсюда следует, что дифференциал данной функции 

есть  








3

42

dx4321

Xd

dx21

Xd
dX

2

1
dxXdS

BA
  

...
dx654321

Xd
5

6





C

 

Аналогично рассматривается функция вида  

X...DCBAS  , 
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«независимо от того, имеют ли логарифмы бесконечно 

удаленных сомножителей постоянные разности или нет» 

[1, с. 533]. 

Так как  

Xln...ClnBlnAlnSln  , 

то 

...
dx4321

Xlnd

dx21

Xlnd
Xln

2

1
dxXlnSln

3

3







 
BA

 

Дифференцируя это выражение, Эйлер получает сле-

дующую формулу для вычисления dS : 

...
dx654321

Xlnd

dx4321

Xlnd

dx21

Xlnd

2

Xlnd
dxXln

S

dS

5

6

3

42














C

BA

 

Методы численного дифференцирования для «непред-

ставимых» функций, предложенные Эйлером в «Дифферен-

циальном исчислении», представляют особый интерес. Вы-

веденные им формулы для вычисления дифференциалов и 

производных таких функций являются общими формулами, 

которые можно применять для любого интерполяционного 

многочлена. Однако в научной и историко-математической 

литературе эти результаты Эйлера, имеющие важное теоре-

тическое и практическое значение, вообще не отмечаются.  
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В. Д. Павлидис 

 

СПОР О ПРИРОДЕ ЛОГАРИФМОВ В XVIII ВЕКЕ. 

ЛОГАРИФМЫ ОТРИЦАТЕЛЬНЫХ И МНИМЫХ 

ЧИСЕЛ В ИССЛЕДОВАНИЯХ Л. ЭЙЛЕРА 

 

К началу XVIII в. одним из основных направлений в 

исследованиях математиков стало формирование основ 

теории аналитических функций. Исходным пунктом теории 

аналитических трансцендентных функций послужили бес-

конечные ряды, выражающие всевозможные аналитиче-

ские функции. Однако ее самостоятельное развитие пред-

ставляло бы большие трудности без всестороннего предва-

рительного изучения некоторых элементарных функций, 

например показательной и логарифмической. Изучением 

их свойств занимались Ньютон, Лейбниц, И. Бернулли и 

некоторые другие математики XVII — начала XVIII века, 

но общая теория логарифмов была сформирована лишь в 

работах Л. Эйлера. 

Результаты, полученные Эйлером в теории аналитиче-

ских функций, в частности в теории логарифмов, изучали 

И. Ю. Тимченко [1], А. П. Юшкевич [2], А. И. Маркушевич 

[3], С. Е. Белозеров [4], Э. Фельманн [5]. Ими был дан об-

щий обзор этих результатов, рассмотрены его сочинения 

«Введение в анализ бесконечных» [6, 7, 8] и «О споре гос-

подина Лейбница и господина Бернулли о логарифмах от-

рицательных и мнимых чисел» [9, 10], переписка Эйлера с 
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современными ему учеными. При этом вне поля зрения ис-

следователей остались мемуар Эйлера «О логарифмах от-

рицательных и мнимых чисел» [11] (E807), который лишь 

вскользь упоминается некоторыми авторами, часть научной 

переписки и богатейший материал его неопубликованных 

записных книжек [12]. Данная статья посвящена изучению 

этих материалов. 

В современной интерпретации логарифмическая функ-

ция комплексного переменного определяется по формуле 

iArgzzlnLnz  , 

где Argz — многозначная функция. Логарифмическая 

функция Lnz определена для любого комплексного z ≠ 0 и 

является многозначной функцией: в каждой точке z ≠ 0 она 

принимает бесконечное число различных значений, отли-

чающихся друг от друга на 2kπi, k = 0, ±1, ±2,…  

Однозначная ветвь этой функции, определяемая как 

zargizlnzln  , называется главным значением лога-

рифмической функции. 

Математики долгое время не знали, что нужно пони-

мать под логарифмом отрицательного и мнимого числа. 

Неясность природы таких логарифмов приводила к различ-

ному толкованию их сути. Следствием этого и был спор о 

логарифмах отрицательных чисел, начавшийся в 1712 г. 

между Лейбницем и И. Бернулли, а затем продолжившийся 

между Даламбером и Эйлером с участием других матема-

тиков XVIII века. 

В одном из писем к И. Бернулли (от 16 марта 1712 г.) 

Лейбниц, рассматривая соотношение 1 : (–1) = (–1) : 1, 

утверждал, что это равенство отношений нельзя принять за 

действительное, так как здесь отношение большего к 

меньшему равно отношению меньшего к большему, и за-

ключил, что это мнимое равенство. Рассматривая логариф-

мы отрицательных чисел, Лейбниц также считал их мни-

мыми. Бернулли не согласился с этим утверждением и по-

пытался доказать, что ln(–x) = lnx и, следовательно,        
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ln(–1) = 0, хотя ранее доказал, что 
21

1ln 





. Лейбниц, не 

соглашаясь с И. Бернулли в том, что ln(–1) = 0, также неяс-

но представлял существо этого вопроса. Хотя он занимал в 

этом споре формально правильную позицию, однако, по 

существу, был далек от истины: как и его противник, он не 

подозревал, что логарифм многозначен. Теорию, устраня-

ющую все затруднения, предложил Эйлер в работе 

«О споре между господином Бернулли и господином Лейб-

ницем о логарифмах отрицательных и мнимых чисел» [9, 

10]. Однако Даламбер и после публикации мемуара Эйлера  

продолжал защищать точку зрения И. Бернулли, приводя 

новые «аргументы» в доказательство того, что lnх = ln(–х). 

Спор между Лейбницем и И. Бернулли, не решив во-

проса о логарифмах отрицательных чисел, оставил замет-

ный след в истории математики. В результате этого спора 

были получены некоторые важные формулы, вошедшие 

затем в теорию аналитических функций. 

Эйлер начинает изучение элементарных трансцендент-

ных функций с рассмотрения показательной функции а
z
 во 

«Введении в анализ бесконечных». Он говорит о неудобстве 

введения отрицательных оснований а, при которых измене-

ние показателя не дает непрерывного ряда действительных 

значений этой функции [8, с. 88—89]. Далее он отмечает, что 

а
z
 не может стать отрицательной величиной при действи-

тельных значениях z. Это замечание дало ему право при из-

ложении теории логарифмов встать на сторону Лейбница в 

споре о логарифме отрицательного числа. Он пишет: «Толь-

ко положительные числа могут иметь вещественные лога-

рифмы… Что же касается логарифмов отрицательных чисел, 

то они совсем не вещественны, а мнимы…» [8, с. 90]. Таким 

образом, показательная функция не может быть определена 

выражением а
z
 без дополнительных условий. Такими усло-

виями для Эйлера служат требования однозначности и не-

прерывности определяемой функции [8, с. 87—88]. 
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Рассмотрим, как Эйлер определил показательную и ло-

гарифмическую функции во «Введении в анализ бесконеч-

ных» [8, с. 101—104]. 

«Так как 1a0  , и при возрастании показателя числа а 

одновременно увеличивается значение степени, если толь-

ко а есть число, большее единицы, то отсюда следует, что 

когда показатель бесконечно мало превышает нуль, то сама 

степень также бесконечно мало превзойдет единицу. Если 

ω будет числом бесконечно малым…, то  1a , причем 

ψ также будет бесконечно малым числом» [8, с. 101]. Пола-

гая ψ = kω, где k — произвольное действительное число, 

Эйлер записывает равенство  k1a , а затем, логариф-

мируя по основанию а, получает выражение 

)k1(loga   [8, с. 101]. Из этих формул можно вывести 

разложение показательной и логарифмической функции в 

бесконечные ряды. Разлагая ia в ряд Маклорена, Эйлер 

получает: 





 22

21

1

1
11 k

)i(i
k

i
)k(a ii

 

...k
)i)(i(i





 33

321

21
, 

где i — произвольное действительное число. 

Полагая 



z

i  — бесконечно большим, так как ω явля-

ется бесконечно малым, он выражает ω следующим обра-

зом: 
i

z
 , и получает 




 


1n

nn

z

n...21

zk
1a .                               (1) 

Из )k1(loga   следует, что i

a
)k1(logi  . По-

лагая x1)k1( i  , Эйлер находит:  i)x1(loga , где 

i — бесконечно большая величина, х — конечно. Отсюда: 
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i

1

)x1(k1  , 

следовательно, 

]
k

i
)x1[(

k

1
)x1(logi

a
 . 

Разлагая это выражение по формуле бинома Ньютона, 

Эйлер получает: 







1n

n

1n

a
n

x
)1(

k

1
)x1(log .                     (2) 

Из формул (1) и (2) вытекают равенства, связывающие 

a и k: 




 


1n

n

n...21

k
1a ; 





 


1n

n

1n

n

)1a(
)1(k . 

Значения этих величин определяют ту или иную си-

стему логарифмов.  

Если положить основание а = е,  iz ,  k
n

z
 при z 

действительном и n стремящемся к бесконечности, то уста-

новленные Эйлером формулы для показательной и лога-

рифмической функций в современной записи выглядят так: 

n

n

z )
n

z
1(lime 


; )1z(nlimzln n

1

n



. 

Во «Введении в анализ бесконечных» Эйлер не разби-

рает вопроса о логарифмах мнимых чисел. Однако уста-

новленные им здесь результаты — в особенности его фор-

мулы, выражающие связь между показательными и триго-

нометрическими функциями [8, с. 118—119], дают точную 

основу для его решения. 

Особенно обстоятельно вопрос о логарифмах мнимых 

чисел Эйлер рассматривает в мемуаре «О споре между гос-

подином Лейбницем и господином Бернулли о логарифмах 

отрицательных и мнимых чисел» [10], написанном в 

1749 г., опубликованном в 1751 г. В нем Эйлер дал основа-

тельный анализ взглядов Лейбница, Даламбера, Бернулли, 
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показал, в чем состояли трудности этой проблемы, дал ее 

правильное решение. 

Остановимся подробнее на этом мемуаре. Здесь Эйлер 

детально разбирает аргументы И. Бернулли в защиту 

утверждения ln(–x) = ln(x) и возражения Лейбница. 

Первым аргументом в пользу заявленного утверждения 

И. Бернулли считал тот факт, что оно следует из «очевидного» 

равенства: 
x

dx

x

)x(d





, а следовательно, и ln(–x) = ln(x). 

Лейбниц возражал, что правило дифференцирования лога-

рифмов 
x

dx
)xln(d   справедливо лишь для положительных 

значений аргумента, значит, нельзя утверждать, что 

)xln(d
x

)x(d





. 

Эйлер, считая этот довод неубедительным, заявляет, что 

«это возражение, если бы оно было верно, поколебало бы 

основное положение всего анализа, заключающееся в общ-

ности правил и операций, признаваемых справедливыми, 

какова бы ни была природа количеств, к которым они прила-

гаются» [10, с. 58—59]. По его мнению, несмотря на спра-

ведливость правила дифференцирования логарифмов, аргу-

мент И. Бернулли не доказывает того, что он хочет доказать. 

Действительно, из равенства дифференциалов двух функ-

ций dln(x) и dln(–x) следует, что сами функции отличаются 

друг от друга на аддитивную постоянную, причем она равна 

ln(–1), так как ln(–x) = ln(–1x) = ln(–1) + ln(x). Следовательно, 

утверждение И. Бернулли означает, что ln(–1) = 0. В таком 

случае это должно быть доказано. 

Вторым подтверждением своей гипотезы И. Бернулли 

считал то, что интегральные кривые дифференциального 

уравнения 
ny

dy
dx  , выражаемые уравнением  
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1ny)1n(

1
Cx


 , 

при n — нечетном, симметричны относительно оси абс-

цисс. Поэтому и при n = 1 интегральные кривые, выражае-

мые уравнением ylnCx  , будут симметричны относи-

тельно этой оси. А это означает, что логарифмическая кри-

вая ylnx   состоит из двух ветвей, симметричных относи-

тельно оси абсцисс, т.е. yln)yln(  . Этот довод, считая 

его более серьезным, Эйлер опроверг следующим образом. 

Интегрирование дифференциала dxxn  приводит к степен-

ной функции при 1n  . Случай 1n   является исключе-

нием и, следовательно, на него нельзя распространять вы-

вод, полученный для 1n  . 

X

Y

x = lny

x = ln(-y)

y

-y

x 

 
Далее, Эйлер обсуждает аргумент Бернулли, позже 

поддержанный Даламбером и состоящий в том, что нали-

чие у логарифмической кривой двух ветвей, иногда выво-

дят из того, что ее можно получить путем квадратуры ги-

перболы, а эта кривая состоит из двух ветвей. Он замечает, 

что нужно еще доказать, что построенные две ветви со-

ставляют одну и ту же непрерывную кривую. 

Следующий аргумент Бернулли состоит в том, что из 
22 )a()a(   вытекает, что 22 )aln()aln(  , а значит, 



 51 

)aln(2)aln(2   и )aln()aln(  . Эйлер указывает, 

что этот факт сомнителен. Для подтверждения своей пози-

ции он приводит следующий довод: из 44 )a()1a(   

следует, что 1lnaln1alnaln  . Отсюда будет 

следовать, что 01ln  . Но сам И. Бернулли доказал 

следующее равенство: 

21

1ln 





. 

При этом в доказательстве, как говорит Эйлер, сомне-

ваться не приходится, так как оно проведено наиболее 

надежными средствами анализа. 

Вслед за обсуждением позиции И. Бернулли Эйлер пе-

реходит к анализу аргументов Лейбница, утверждавшего, 

что логарифмы отрицательных чисел не могут быть дей-

ствительными, и в частности ln(–1)  0. 

Во-первых, Лейбниц опирался на то, что если в разло-

жении  

...x
4

1
x

3

1
x

2

1
x)x1ln( 432  , 

положить 2x  , то получится  

...
3

8

2

4
2)1ln(  , 

что, по его мнению, означает ln(–1)  0. 

Эйлер приводит пример разложения: 

...xxxx1
x1

1 432 


, 

в котором сначала полагает 3x  , а затем — 1x   и при 

этом получает следующие соотношения: 

...27931
2

1
  

и 

...261022
2

1
 . 
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Складывая их, он получает: ...10220   и заклю-

чает, что правая часть представляется отличной от нуля, в то 

время как левая — точно нуль. Таким образом, он показыва-

ет, что арифметические действия над рядами вне их области 

сходимости приводят к парадоксам. Следовательно, приме-

нение такого способа доказательства некорректно. 

Другое доказательство того, что ln(–1)  0 Лейбниц по-

лучает из соотношения  

...
!3

y

!2

y
y1e

32

y  . 

Если положить 1e y   и, следовательно, )1ln(y  , 

то получаем соотношение вида 

...
!3

y

!2

y

1

y
11

32

 , 

которое не выполняется при y = 0. 

На это Эйлер возражает, указывая, что функция может 

иметь и такие значения, которые не могут быть получены 

из порожденного ею ряда. Так  

...x
4

3

2

1
x

2

1
1)x1( 22

1




, 

где сумма ряда является однозначной функцией, в то время 

как 
x1

1
)x1( 2

1






 — двузначная функция. 

Критика предшественников позволила Эйлеру пока-

зать, что ни один из них не сумел обосновать свою пози-

цию. Выяснив это и одновременно охарактеризовав труд-

ность вопроса, он изложил правильное решение. Суть его в 

том, что значение xlny   определяется из уравнения 

iy )
i

y
1(ex  , где i — бесконечно большое число. От-

сюда имеем: 
i

y
1x i

1

  и )1x(iy i

1

 , что в современной 

интерпретации означает:  
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)1x(nlimxlny n

1

n



. 

Так как корень с «бесконечно большим показателем» 

[10, с. 73—74] имеет бесконечное множество различных 

значений, вообще говоря, мнимых, то и логарифм имеет 

бесконечное множество различных значений, вообще гово-

ря, мнимых. 

Полагая  

)sin1(cose)sin1(cos1bax c  ,  

можно представить все эти значения в виде  

1)2(Cxlny  , 

где  — произвольное натуральное число или нуль. 

Таким образом, мало утверждать, что логарифмы от-

рицательных (и мнимых) чисел — мнимы, как это делал 

Лейбниц. Нужно еще указать, что логарифм каждого числа 

имеет не одно, а бесконечное множество различных значе-

ний, отличающихся друг от друга на 12  . При этом 

для действительного положительного числа лишь одно из 

значений логарифма действительно, а все остальные мни-

мы; для отрицательных действительных и мнимых чисел 

мнимыми оказываются все значения логарифма. 

Другим оппонентом Эйлера в споре о природе лога-

рифмов, как мы упоминали выше, стал Даламбер. Между 

ними возникла переписка, продолжавшаяся в течение 1747 

и 1748 гг. Теории логарифмов касаются 6 писем, два из ко-

торых (от 15 апреля и 19 августа 1747 г.) принадлежат Эй-

леру [13, с. 263—266, 270—272]. Его письма, по большей 

части, содержат рассуждения и результаты, опубликован-

ные позже в мемуаре «О споре между Лейбницем и Бер-

нулли о логарифмах отрицательных и мнимых чисел» [10]. 

В основе всех рассуждений Даламбера о логарифмах отри-

цательных и мнимых чисел лежит уравнение логарифмиче-

ской кривой xcy   [13, с. 261]. По его мнению, свойства 

логарифмической кривой дают ему право утверждать, что 

lnx = ln(–x) и поддержать точку зрения И. Бернулли, изло-
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женную в письмах к Эйлеру от 1727 г. [14, с. 77—88]. 

В своих возражениях Эйлер дает весьма простое доказа-

тельство мнимости 1ln  , основанное на формуле 









2

1n4

1

1ln
.                                (3) 

Даламбер отвечает, что вывод формулы (3) предпола-

гает совершенно особую теорию логарифмов, в которой: 

1) подкасательная логарифмической кривой есть 
1

1
y


 ; 

2) функция 
1xx

1
lny

2 


 получает мнимые значения 

для всех аргументов х, лежащих в промежутке [0; 1]. Далее 

он замечает: «Эта система (теория логарифмов) не имеет 

ничего общего с уравнением логарифмики ylnx  , в кото-

ром подкасательная всегда вещественна и в котором у 

предполагается всегда вещественным» [13, с. 274]. 

Таким образом, Даламберу пришлось совсем отверг-

нуть теорию логарифмов Эйлера. Он ввел свое определение 

логарифма, полностью зависящее от построения логариф-

мической кривой. Эту связь он выразил следующим обра-

зом: найти логарифм неизвестного — это значит найти 

кривую, абсциссы точек которой пропорциональны лога-

рифмам соответственных ординат, или точнее, пропорцио-

нальны соответственным площадям  y

dy
 [13, с. 274—275]. 

Изложение своей теории логарифмов Даламбер опублико-

вал в 1761 г. в первом томе «Opuscules Mathematiques» [15]. 

Отвергая принципы, на которых Эйлер строил свою 

теорию логарифмов, Даламбер старался найти другое 

обоснование непрерывности, которому подчинялась бы 

определенная им логарифмическая функция. С этой целью 

он обратился к рассмотрению дифференциального уравне-

ния: 
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y

ady
dx  .                                      (4) 

Его рассуждения основаны на изучении интеграла 

дифференциального уравнения (4) как частного случая при 

1n   более общего интеграла дифференциального уравне-

ния 
n

n

y

dya
dx  , где n — положительное нечетное число. 

Даламбер так и остался непреклонным противником 

теории Эйлера. И. Бернулли же к 1729 г. был склонен, в 

какой-то мере, принять взгляды Лейбница — Эйлера. Об 

этом свидетельствует письмо И. Бернулли к Эйлеру от 

18 апреля 1729 г. [14, с. 99—109]. В нем он дает формулу 

для выражения площади сектора круга, угол которого ра-

вен , радиус — а в виде: 

2

a
n

sin1cos

sin1cos
L

14

a
a

2

1 22

2 







 . 

Обозначая 2  и k)n(  , можно получить фор-

мулу Эйлера для мнимого логарифма 

1)k2()sin1(cosL  . 

Понимая несовместимость своих же собственных вы-

водов о мнимых логарифмах со своими старыми воззрени-

ями на логарифмы отрицательных чисел и не находя воз-

можности отказаться от этих воззрений, И. Бернулли в 

начале письма различает логарифмы отрицательных чисел 

двух видов )x(L , )x(L . 

Насколько можно судить по содержанию письма, под 

первым обозначением автор подразумевает вещественную 

часть мнимого логарифма )( xL  . Попытка примирить два 

подхода к понятию логарифма отрицательных и мнимых 

чисел, предпринятая И. Бернулли в этом письме, оказалась 

неудачной, но идеи, высказанные в нем, были подхвачены, 

как удалось выяснить, Эйлером. 
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В числе сочинений Эйлера есть мемуар на француз-

ском языке, имеющий абсолютно законченный характер и 

носящий название «О логарифмах отрицательных и мни-

мых чисел» [11]. Этот мемуар имеет большое сходство с 

мемуаром Е168 [9—10], но между ними есть существенные 

отличия. Работа [11] посвящена анализу аргументов 

И. Бернулли и Лейбница, но не содержит никаких намеков 

на работы Даламбера. В ней нет вывода о том, что 

0)1(L  , основанного на исследовании расходящихся 

рядов, и основная формула 

1)n2()1sin(cosL   

выведена с помощью интегрального исчисления. При этом 

его рассуждения имеют большое сходство с доказатель-

ством И. Бернулли в письме от 18 апреля 1729 г. Эйлер ис-

ходит из формулы 

2x1

dx

y

dx
d


 , 

где х и у соответственно синус и косинус дуги  единичной 

окружности. Полагая 1zx  , он преобразует формулу к 

виду 

2z1

1dz
d




  

и находит интеграл 






 )1xy(L

1

1

z1

1dz
x

0
2

. 

При этом он замечает, что найденное соотношение 

между х, у,  имеет место для всех дуг с тем же самым си-

нусом и косинусом, т.е., используя периодичность триго-

нометрических функций, получает формулу в виде 

1)n2()1sin(cosL  . 

Процесс создания Эйлером теории логарифмов нашел 

отражение в его записных книжках [12]. 

Нами было обнаружено девять достаточно полных за-

писей, разбросанных по пяти записным книжкам (№ 129, 



 57 

131, 132, 133, 139), относящихся к периоду с 1725 по 

1779 г.  

Остановимся подробнее на заметках. Самая ранняя 

находится в записной книжке № 129 на л. 22 об. — 23. Она 

содержит записи, посвященные исследованию дифферен-

циалов вида 
xa

dxx n


 и 

2

n

xax

dxx


. Интегралы от этих функ-

ций выражены через логарифмы отрицательных чисел. Су-

дя по содержанию, заметка является частью черновика ис-

следований, опубликованных в мемуаре «О логарифмах 

отрицательных и мнимых чисел» [11]. 

В этой же записной книжке (№ 129) на л. 54 был 

найден отрывок под названием «Канон о логарифмах», со-

держащий разложение 
x1

x1
ln




 в бесконечные ряды для 

произвольного подлогарифмного выражения. 

В записной книжке № 131 на л. 269 найдены формули-

ровки следующих трех теорем: 

1) tgtnA2tg
1)1t1(1)1t1(

)1t1()1t1(
n2n2

n2n2





 

2) tgtnA2cos)t1(2)1t1()1t1( n2n2n2   

3) tgtnA2sin)t1(2)1t1()1t1( n2n2n2  , 

которые не вошли в таком виде ни в один из опубликован-

ных мемуаров. 

Заметка на л. 129 записной книжки № 132 содержит 

формулу )xlnAcos(
2

xx 11


 

, которая в частном виде 

2

22 11  
 была сообщена Эйлером в письме к Гольдба-

ху от 9 декабря 1741 г. [16]. Действительно, если ее пред-

ставить в виде 

2

ee 2ln12ln1  
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и использовать формулу 
2

ee
cos

11  
 , то она дает 

2lncos . 

Наиболее интересные записи находятся в записной 

книжке № 133 на л. 59—59 об. и содержат следующее рас-

суждение Эйлера: 

Пусть xlny  , тогда dxx
x

dx
dy 1  и пусть   0, 

следовательно dxxdy 1  . Интегрируя это выражение, 

получим 





 1

1
x

1
y . 

При х = 1 из выражения следует, что у = 0. 

Пусть 
n

1
 , тогда )1x(ny n

1

 . Так как n

1

x  — это 

есть n x  и n принимает бесконечное число значений, то и 

xlny   имеет бесконечное число значений. 

Ниже решается задача о нахождении значений лога-

рифма единицы. 

Пусть alny  , тогда )1a(ny n

1

 , следовательно, 

n

1

a1
n

y









  и имеет место уравнение 0a

n

y
1

n









 . 

Пусть 1a   и aln1lnaln  . Рассмотрим уравнение 

01
n

y
1

n









 , приводя его к виду 01pn  . Корни этого 

уравнения определяются из общей формулы 

1
n

k2
sin

n

k2
cos

n

y
1 





 , т.е.  

n

k2
sin1

n

k2
cosp





 . 
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Следовательно, 
n

k2
1n

n

k2
cosnny





 , так как 

n — бесконечно большое число, то 1k2y  , лога-

рифм единицы равен: 0; 12  ; 14  ; 16  ; 

etc. 

На обороте (л. 59 об.) решается вопрос о логарифме 

отрицательного числа –а. 

Пусть a1a  , тогда )1ln(aln)aln(  . 

Рассмотрим выражение для )1ln(  в виде: 

01
n

y
1

n









 , приведем уравнение к виду 01pn  , а 

затем: 

01
n

1k2
cosp2p2 


 . 

Решением этого уравнения является  








n

1k2
sin1

n

1k2
cosp , 

следовательно, 






n

1k2
sin1n

n

1k2
cosnny ; и 

так как n — бесконечно большое число, то 

1)1k2(y  , логарифм (–1) равняется: 1 ; 

13  ; 15  ; etc. 

Рассмотрев нахождение логарифма действительного 

положительного, действительного отрицательного числа, 

Эйлер дает ответ на вопрос, что есть логарифм комплекс-

ного числа. 

Пусть дано 1ba   и 
22 bac  . Тогда  cos

c

a
, 

 sin
c

b
 и можно перейти к тригонометрической форме 

комплексного числа: )sin1(cosc  . 

Логарифмируя это выражение, получаем: 
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)sin1ln(coscln  . 

Пусть ysin1cos  , тогда  

.
n

1
1etc...

321

1

211

1
1sin1cos

n

y
1

n
3

2n













 

























 

Рассмотрим уравнение 

0
n

1
1

n

y
1

nn














 









 , 

приведем его к виду 0qp nn  , а затем 

0q
n

k2
cospq2p 22 


 . 

Отсюда получаем: 






 





n

k2
sin1

n

k2
cosqp . 

Тогда 






 















 











n

k2
sin1

n

k2
cos

n

1
1

n

y
1 , 

следовательно, 

),1
n

k2
1)(1n(n

n

k2
sin1

n

k2
cos)1n(ny













 





 

следовательно, 1k21y   и логарифм 

)sin(cos   будет равен: 1 ; 1)2(  ; 

1)4(  ; etc. 

Изучив эту заметку и сравнив ее содержание с содер-

жанием мемуара Е168 [10], можно заключить, что она яв-

ляется фрагментом черновика этого мемуара и содержит 

доказательства основных положений теории логарифмов 

Эйлера. 
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Заметки на л. 56—56 об. записной книжки № 139 со-

держат решение задач теории чисел о выражении нату-

ральной степени числа формулой 22 y7x  , доказательство 

равенства 
2

7ba

2

71
n
















 
, где 1b   и n = 1, 2, 3, 

5, 13, в котором используются факты теории логарифмов. 

Таким образом, заметки из записных книжек Эйлера 

свидетельствуют о следующем: 

- ведя переписку с И. Бернулли, Эйлер с самого начала 

своих исследований был занят самостоятельным изучением 

логарифмической и показательной функций; 

- в течение продолжительного периода 1725—1749 гг. 

Эйлер планомерно занимался проблемой логарифмов отрица-

тельных и мнимых чисел, что позволило ему к началу 1746 г. 

окончательно сформировать свою теорию логарифмов; 

- теория логарифмов Эйлера была применена им к ре-

шению задач теории чисел. 

 
Список литературы  

 

1. Тимченко И. Ю. Основание теории аналитических функций. 

Одесса, 1899. 

2. Юшкевич А. П. Об архивном наследии Л. Эйлера // Вопросы 

истории естествознания и техники. 1982. Вып. 3. С. 137—139. 

3. Маркушевич А. И. Очерки по истории аналитических функций. 

М.; Л.: Гостехиздат, 1951. 

4. Белозеров С. Е. Основные этапы развития общей теории 

аналитических функций. М.: Физматгиз, 1962. 

5. Fellmann E. A. Leonard Euler // Enzyklopädie «Die Groβen der 

Weltgeschichte». Band VI. Zürich, 1975. 

6. Euler L. Introductio in analysin infinitorum // Opera omnia. Ser. I. 

Vol. 8. 1748 (E101). 

7. Эйлер Л. Введение в анализ бесконечно малых / Пер. с лат. Е. Л. 

Пацановского; Под ред. С. Я. Лурье. Т. 1. М.; Л., 1936. 

8. Эйлер Л. Введение в анализ бесконечных. 2-е изд. / Пер. с лат. 

Е. Л. Пацановского; Под ред. И. Б. Погребысского. Т. 1—2. М., 1961. 

9. Euler L. De la controverse entre Mrs Leibnitz et Bernoulli sur les log-

arithms des nоmbers négatifs et imaginaires // Opera omnia. Ser. I. Vol. 17. P. 

195—232. 



 62 

10. Euler L. Über die Kontroverse zwischen den Herren Leibnitz und 

Bernoulli über die Logarithmen negativer und imaginärer Zahlen // Leonhard 

Euler. Zur Theorie komplexer Funktionen. Ostwalds Klassiker der exakten 

Wissenschaften 261. Leipzig, 1983. S. 54—100.  

11. Euler L. Sur les logarithmes des nombres négatifs et imaginaries // 

Opera postuma. Т. 1. 1862. Р. 269—281 (E807). 

12. Санкт-Петербургский филиал Архива РАН. Ф. 136. Оп. 1. 

№ 129—140. 

13. Leonhard Euler. Correspondance avec A. C. Clairaut, J. D’Alembert 

et J. L. Lagrange / Publiée par A. P. Juškevič et R. Taton // Opera omnia. 

Series quarta A. Vol. 5. Basel, 1980. P. 256—274. 

14. Leonhard Euler. Briefwechsel mit Iohann (I) Bernoulli und Niklaus 

(I) Bernoulli / Hrsg. von E. A. Fellmann und G. K. Mikhajlov // Opera omnia. 

Series quarta A. Vol. II. Basel, 1998. P. 38—39.  

15. D’Alembert J. Opuscules Mathématiques. T. 1. Paris, 1761. 

P. 180—209. 

16. Leonhard Euler und Christian Goldbach. Briefwechsel 1729—1764 / 

Hrsg. und eingeleitet von A. P. Juškevič und E. Winter. Berlin, 1965. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 63 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Т. И. Иванова 

 

ЭЙЛЕР И ЛАГРАНЖ: ПОДХОДЫ К РЕШЕНИЮ 

НЕКОТОРЫХ ВОПРОСОВ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ  

И АЛГЕБРЫ 

 

Великие математики Леонард Эйлер (1707—1783) и 

Жозеф Луи Лагранж (1736—1813), которые внесли огром-

ный вклад в развитие теории чисел и алгебры, были совре-

менниками и интересовались одними и теми же математи-

ческими проблемами, актуальными в XVIII веке. Их науч-

ная переписка, которая была опубликована в 1980 г. [1], 

показывает, что, решая одни и те же задачи, они сообщали 

друг другу полученные результаты, дополняли их, делали 

обобщения или находили новые способы решения.  

Предмет переписки учёных отражается и в неопуб-

ликованных записных книжках Эйлера, которые хранят-

ся в Санкт-Петербургском филиале Российской Акаде-

мии наук [2].  

Это позволяет взглянуть на общение Эйлера и Лагран-

жа как на научное сотрудничество. Для иллюстрации оста-

новимся на некоторых вопросах теории чисел и алгебры, 

которые ими обсуждались.  

По теории чисел будет рассмотрено: 1) доказательство 

теоремы Вильсона; 2) теория степенных вычетов; 3) дио-

фантов анализ: а) уравнение Пелля; б) решение квадратных 

неопределённых уравнений с двумя неизвестными.  
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Эйлер не только доказал почти все теоремы Ферма, но 

и приложил их к решению труднейшего вопроса теории 

чисел — к разложению больших чисел на простые множи-

тели. Кроме того, он открыл множество новых фактов и 

указал пути, следуя по которым позднейшие учёные созда-

ли то стройное целое, каким является в настоящее время 

классическая теория чисел [3, 4]. 

1. Теорема Вильсона гласит: число n является простым 

в том и только в том случае, если сумма  

1  2  3  … (n – 1) + 1 

делится на n, или (n – 1)! + 1  0 (mod n). Её доказательство 

дал Лагранж в статье «Доказательство новой теоремы, ка-

сающейся простых чисел» 5. Оно основано на свойствах 

коэффициентов разложения полинома  

(x + 1)(x + 2)(x + 3) …  (x + n –1) 

по степеням x. Из рекуррентных формул, которые связы-

вают эти коэффициенты, следует, что все они делятся на n, 

кроме свободного члена, который, будучи сложен с едини-

цей, делится на n. В одном из трёх примечаний Лагранж 

даёт более простое доказательство теоремы. Другое дока-

зательство теоремы Вильсона было дано Эйлером в мемуа-

ре «Аналитические сочинения смешанного содержания» 

(Е 560) 6. Оно основано на теории вычетов. В современ-

ной записи ход доказательства представлен А. О. Гельфон-

дом 4, с. 82: чтобы доказать, что (m – 1)! + 1 всегда де-

лится на m, где m —  простое, полагается, что a — перво-

образный корень модуля m; тогда 

,mmodaaa

aa)m(...
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)m(

m

)m)(m(
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вследствие того, что a — первообразный корень, и сравне-
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ние 12

1



m

a  невозможно. Таким образом, каждый из учё-

ных, независимо друг от друга, предложил свой способ до-

казательства теоремы Вильсона. 

2. Эйлер, который является создателем теории степен-

ных вычетов, посвятил несколько работ важному частному 

случаю — квадратичным вычетам. В мемуаре «Наблюде-

ния о делении квадратов на простые числа» (Е 552) 7, 

опубликованном в 1772 г., он установил на многих число-

вых примерах и сформулировал свойство квадратичных 

вычетов, которое называется теперь законом взаимности 

квадратичных вычетов. Доказательства этого закона у Эй-

лера ещё не было. Современная формулировка закона дана 

А. М. Лежандром (1752—1833): если p и q — простые не-

чётные числа, то .)(
p

q

q

p
qp

2

1

2

1

1






















 Здесь использует-

ся символ Лежандра 








p

a
, определяемый следующим обра-

зом: если a взаимно просто с p, то полагают 1








p

a
, когда 

а — квадратичный вычет, и 1








p

a
, когда а — квадра-

тичный невычет. 

В разработку теории квадратичных вычетов внёс зна-

чительный вклад и Лагранж. В связи с рассмотрением не-

определённого уравнения  

,yxyxyx 022   

у которого он искал все рациональные решения, им была 

сформулирована и доказана теорема, на которой основано 

доказательство закона взаимности квадратичных вычетов 

[8]. Она состоит в следующем: чтобы уравнение 
222 BqpAr  допускало решение в целых рациональных 

числах, необходимо и достаточно, чтобы А было делителем 
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формы В2  (т.е. было делителем некоторого числа, 

представимого в форме В2 ); согласно современной 

терминологии должно иметь место равенство (В/p) = +1 

для всякого простого числа р, входящего в А в нечётной 

степени. Эта теорема содержит, в сущности, по словам 

Н. Г. Чеботарёва 8, с. 88, главную часть доказательства 

знаменитого закона взаимности. Основанное на этом ре-

зультате доказательство Лежандра было неполным [9]. 

Полное доказательство было дано позднее (в 1801 году) 

К. Ф. Гауссом (1777—1855) 10.  

3. Эйлер и Лагранж, как и другие современные им ма-

тематики, много внимания уделяли диофантову анализу, то 

есть решению неопределённых уравнений в целых и раци-

ональных числах. Большой интерес они проявляли, в част-

ности, к решению уравнения Пелля: 122  Dyx , где D — 

любое число, не равное квадрату. Сформулировал задачу в 

1657 г. П. Ферма (1601—1665). Он утверждал, что суще-

ствует бесконечное множество целых решений этого урав-

нения. Метод его решения в рациональных, а затем и в це-

лых числах был предложен У. Броункером (1620—1684) и 

Д. Валлисом (1616—1703) 11. Эйлер исследовал уравне-

ние Пелля в мемуарах Е 29 [12], Е 279 [13], Е 323 [14], 

Е 559 [15]. Он всегда исходил из одного имеющегося ре-

шения и ставил цель найти при его помощи все остальные 

решения. Своё название уравнение получило от Эйлера, 

который ошибочно связал его решение с именем англий-

ского математика Джона Пелля (1611—1685). Основной 

результат Эйлера по этой проблеме приведён в работе 

Е 323 [14] (1765), где дан метод решения уравнения, осно-

ванный на разложении D  в непрерывную дробь. На чис-

ленных примерах Эйлер нашёл связь периодичности этой 

дроби с решением уравнения в целых числах и привёл таб-

лицу его наименьших решений для всех значений D до 100. 

Однако он не дал доказательства того, что непрерывная 

дробь всегда периодична, т.е. что уравнение имеет решение 
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при любом D. Доказал это Лагранж в 1768 году 16, за-

вершив тем самым решение проблемы Пелля.  

Другим вопросом диофантова анализа, исследованием 

которого занимались Эйлер и Лагранж, является задача о 

решении в рациональных числах квадратного уравнения с 

двумя неизвестными. 

Эйлер, исходя из того, что одно решение x = , y =  из-

вестно, находил другие решения и выяснял, будет ли их чис-

ло конечным или бесконечным. Он ограничивался только 

целочисленными решениями (Е 454) 17. Лагранж дал пол-

ное решение неопределённых квадратных уравнений с двумя 

неизвестными как в целых, так и в рациональных числах 

18]. Они оба использовали в своих рассуждениях решение 

уравнения Пелля и метод непрерывных дробей. 

При рассмотрении некоторых вопросов о решении в 

целых числах неопределённых уравнений второй степени 

Лагранж продолжил и завершил исследования Эйлера. 

В переписке Эйлер и Лагранж обменивались полученными 

результатами. Например, в письме от 30 декабря 1770 г. 

Лагранж сообщил Эйлеру о найденном им очень простом 

решении уравнения 22 ybax  . Кроме этого, в письмах от 

16 января, 12 февраля и 9 марта 1770 г. они обращались к 

решению в целых числах неопределённого уравнения вто-

рой степени A = pp ± Bqq, особенно заинтересовавшись 

случаем, когда А = 101, В = 13 [1, с. 466, 467, 471—476, 

477, 483]. 

 

По алгебре будут рассмотрены следующие вопросы: 

1) основная теорема алгебры; 

2) учебная литература по алгебре.  

1. Одной из центральных проблем алгебры XVIII в. яв-

лялось доказательство основной теоремы алгебры, утвер-

ждающей, что каждое алгебраическое уравнение  

01
1

1  


nn
nn

n axa...xax)x(f  
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произвольной степени n, где na...,,a,a 21 — действительные 

числа, имеет по крайней мере один действительный или 

комплексный корень [19]. В то время чаще пользовались эк-

вивалентной формулировкой: любой многочлен )x(fn  с дей-

ствительными коэффициентами может быть разложен в про-

изведение множителей первой и второй степени с действи-

тельными коэффициентами. В 1746 г. Эйлер представил в 

Берлинскую академию наук мемуар «Исследования о мнимых 

корнях уравнений», в котором содержится доказательство ос-

новной теоремы (Е170) 20. В своём доказательстве Эйлер 

использовал две теоремы аналитического характера:  

1) каждое уравнение нечётной степени с действитель-

ными коэффициентами имеет по крайней мере один дей-

ствительный корень; 

2) каждое уравнение чётной степени с действительны-

ми коэффициентами и отрицательным свободным членом 

имеет по крайней мере два действительных корня. 

Дальнейшее доказательство состоит в проведении ре-

дукции, сводящей решение уравнения степени mk2 , где m 

нечётно, к уравнению степени 1
12 mk , где 1m  нечётно. 

В ходе доказательства Эйлер применяет, не доказывая, 

предложения: 

А. Любая рациональная симметрическая функция от 

корней уравнения является рациональной функцией от ко-

эффициентов уравнения (основная теорема о симметриче-

ских функциях). 

Б. Рациональная функция корней уравнения 

)x,...,x,x( n21 , принимающая при всевозможных переста-

новках корней k различных значений, удовлетворяет урав-

нению степени k, коэффициенты которого рационально 

выражаются через коэффициенты исходного уравнения.  

Последняя теорема была впоследствии доказана Ла-

гранжем. Изложенные выше предложения стали централь-

ными в теории Лагранжа, а затем и в теории Галуа (Э. Га-

луа, 1811—1832). 
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Эйлер в своих рассуждениях каждому уравнению сте-

пени n с действительными коэффициентами приписывал n 

корней n,...,,  21 , т.е.  

)x(...)x)(x(a...xax)x(f nn
nn

n  
21

1
1 ,  

где n...,,,  21  — некие символы, с которыми, однако, 

можно оперировать как с обычными числами, например, 

можно записать, что  

 121 a... n  ,  

 ,a... nn 2121   (*) 

 ………………… 

 .a... nn  21  

Основная теорема алгебры при таком подходе равно-

сильна утверждению, что все корни n,...,,  21  являются 

действительными или комплексными числами. 

Лагранж посвятил строгому проведению редукции Эй-

лера мемуар «О форме мнимых корней уравнений» (1772) 

21, в котором восполнил все пробелы в его доказатель-

ствах. Лагранж полностью принимал точку зрения Эйлера 

относительно того, что любому уравнению n-й степени 

можно «приписать» n корней-символов, с которыми затем 

следует оперировать по обычным правилам арифметики. 

В частности, оказывается справедливым соотношение (*). 

Этой точки зрения придерживались и другие математики 

XVIII в., считая постановку вопроса Эйлером вполне за-

конной.  

К. Ф. Гаусс полагал, что в доказательстве основной 

теоремы алгебры, данном Эйлером, содержится порочный 

круг. Однако это неверно: в нём нет порочного круга, но 

содержится пробел, который заключается в том, что Эйлер 

не доказывал, а постулировал существование поля, над ко-

торым f(x) разлагается на линейные множители 19. 

2. Л. Эйлер создал учебник алгебры, который стал про-

образом всех последующих, вплоть до учебников конца 

XIX — начала XX веков. Двухтомное «Полное введение в 
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алгебру» Эйлер подготовил по возвращении из Берлина в 

Петербург. Оно издано в 1770 г. на немецком языке (Е387, 

Е388) 22. Ранее, в 1768—1769 гг., вышел русский перевод 

этой книги под названием «Универсальная арифметика». 

Этот учебник написан в двух планах — учебном и исследо-

вательском. В первом томе разработан основной алгебраи-

ческий аппарат. Второй том посвящён уравнениям. В нём 

излагаются сведения о решении уравнений до 3-й и 4-й 

степени включительно, в том числе приближённые методы 

вычисления действительных корней. Второй том содержал 

и научные результаты самого Эйлера в области диофантова 

анализа. Это сочинение неоднократно переиздавалось на 

немецком языке, а также в русском, французском, англий-

ском и голландском переводах [23]. 

Важные дополнения к французскому переводу (1773) 

двухтомного труда Эйлера по алгебре сделал Лагранж в 

«Приложениях к элементам алгебры Эйлера» 24. Он си-

стематически изложил теорию непрерывных дробей, а так-

же приложил её к решению нескольких арифметических 

проблем. При помощи непрерывных дробей, знаменатели 

которых не превышают заданной границы, он решил задачу 

о наилучшем приближении произвольного вещественного 

числа. Лагранжу принадлежит постановка и решение ряда 

математических проблем, в том числе относящихся к тео-

рии диофантовых приближений. О «Полном введении в 

алгебру», его переводе на французский язык и о дополне-

ниях, сделанных Лагранжем к французскому переводу, 

идёт речь в письмах Лагранжа к Эйлеру от 12 февраля 1770 

г., 30 декабря 1770 г. и 13 июля 1773 г.. Так, в письме от 30 

декабря 1770 г. Лагранж сообщал, что получил «Алгебру» в 

подарок и сделает перевод со своими дополнениями 

[1, с. 472, 483, 494]. 
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И. К . Зубова 

 

ТЕОРИЯ МАЛЫХ КОЛЕБАНИЙ В РАБОТАХ 

ЭЙЛЕРА И ЕГО СОВРЕМЕННИКОВ 

 

Теория колебаний — одна из древнейших научных тео-

рий — берет начало еще в школе Пифагора (ок. 570 — ок. 

500 гг. до н. э.). На примере звучащей струны пифагорейцы 

выяснили, что в основе звуковых явлений лежат колебания. 

Было замечено, что высота звука, издаваемого струной, зави-

сит от ее длины и натяжения. Затем появилась мысль пред-

ставлять тоны числами, а музыкальные интервалы — отно-

шениями чисел. Сохранились сведения, что Пифагор «натя-

нул струну на линейку и разделил ее на 12 частей. После это-

го он заставил звучать сначала всю струну, а затем ее поло-

вину, т.е. 6 частей, и нашел, что вся струна была в консонан-

се со своей половиной, причем музыкальный интервал пред-

ставлял октаву. После того же, как заставил сначала звучать 

всю струну, а затем 3/4 ее, он услышал консонанс кварты, и 

аналогично для квинты» [1, с. 403]. 

Таким образом были выведены законы музыкальной 

гармонии, основанные на числовых соотношениях. После-

дователи Пифагора: Гиппас (V в. до н.э.), Архит (ок. 428— 

365 гг. до н.э.), Евдокс (ок. 408 — ок. 355 гг. до н.э.), Ге-

раклит Понтийский (ок. 350 г. до н.э.) — завершили пифа-

горейскую теорию музыки. Ее излагали выдающиеся уче-

ные древности Аристотель (384—322 гг. до н.э.) и Птоле-
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мей (II в.). Античные ученые поставили вопрос о связи 

между частотой колебаний и скоростью распространения 

звука, который в то время не получил решения. 

Значительное движение вперед в изучении колебатель-

ных явлений произошло в эпоху Возрождения, когда на 

базе экспериментальных исследований наука начала делать 

важные теоретические обобщения. Они касались, в частно-

сти, акустики. 

Леонардо да Винчи (1452—1519), которому принадле-

жит много изобретений в области практической механики и 

который был также прекрасным музыкантом, конструиро-

вавшим музыкальные инструменты, ясно понимал колеба-

тельную природу звука. «Как брошенный в воду камень, — 

писал он, — становится центром и причиною различных 

кругов, так же кругами распространяется и звук, порож-

денный в воздухе» [12, с. 203]. Такое движение воды вооб-

ще представлялось ему интересным примером колебатель-

ного движения. По его словам, «это возникшее от внезап-

ного размыкания и замыкания воды движение производит в 

ней некое сотрясение, которое гораздо скорее можно рас-

сматривать как дрожание, нежели как движение» [12, 

с. 204]. Леонардо да Винчи описал резонанс [там же, 

с. 201]. Корректное описание резонанса дал также извест-

ный астроном, врач, философ, поэт эпохи Возрождения 

Джироламо Фракасторо (1478—1553) в сочинении «О сим-

патии и антипатии предметов». 

Важное значение для акустики и теории колебаний 

имела деятельность Джамбаттисты Бенедетти (1530—

1590), которого иногда считают наиболее значительным 

предшественником Галилея. В его книге «О различных ма-

тематических и физических рассуждениях» (1585), в кото-

рой акустике посвящена отдельная глава «О музыкальных 

интервалах», было введено понятие частоты колебаний.  

С именем Галилео Галилея (1564—1642) связывают 

начало теории колебаний как науки. Изучая колебания ма-

ятника, он пришел к фундаментальному открытию изо-
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хронности малых колебаний, сделанному при наблюдении 

качаний паникадил Пизанского собора. Вопрос о механи-

ческих колебаниях Галилей рассматривал в тесной связи с 

задачами акустики (колебания струны, теория резонанса). 

В «Дне первом» своих «Бесед и механических доказа-

тельств» Галилей уделяет много внимания теории музыки. 

Обсудив законы качания маятника и установив, что «длины 

маятников обратно пропорциональны квадратам числа их 

качаний, совершаемых в течение определенного промежутка 

времени» [2, с. 190], он переходит к анализу звуковых явле-

ний — подробно рассматривает колебательное движение 

струны и описывает явление резонанса. «Струна, — пишет 

Галилей, — после удара по ней издает звук, продолжающий-

ся все время, пока длятся ее колебания; эти колебания за-

ставляют дрожать и колебаться прилегающий к ней воздух, 

сотрясения и колебания которого распространяются на 

большое пространство и отзываются на всех струнах того же 

инструмента и других соседних» [там же]. Далее Галилей 

дает развернутое объяснение консонансов и диссонансов. Он 

пришел к выводу, что «непосредственная причина формы 

музыкальных интервалов… заключается в отношении между 

числами колебаний» [там же]. Поставив задачу об определе-

нии частоты любого звука, он полагал, что «сосчитать коле-

бания струны, которая, давая звук, вибрирует с большой 

быстротой, совершенно невозможно» [там же, с. 194]. 

Одновременно с Галилеем этими же вопросами зани-

мались И. Бекман (ок. 1570—1637) и М. Мерсенн (1588— 

1648). Бекман в 1614—1618 гг. пришел к выводу об изо-

хронности звуковых колебаний, показал, что частота коле-

баний обратно пропорциональна длине струны, а затем 

провел аналогию между колебаниями струны и движения-

ми подвешенного тела. Некоторые результаты, полученные 

Бекманом, стали известны благодаря Р. Декарту (1596— 

1650) и М. Мерсенну. 

Марен Мерсенн сыграл большую роль в развитии фи-

зической акустики XVI в. В его сочинении «Универсальная 
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гармония, содержащая теорию и практику музыки», издан-

ном в 1636 г., с большой основательностью рассматрива-

ются теоретические вопросы акустики и механики. В част-

ности, он стремился выяснить законы колебания струны и 

достиг успеха. Считают [14, 15], что если основная идея, 

возможно, принадлежала Галилею, то окончательную фор-

мулировку этих законов дал Мерсенн. 

Эти законы следующие: 1) частота колебаний любого 

звука обратно пропорциональна длине струны, если натя-

жение ее, удельный вес и диаметр одни и те же; 2) частота 

колебаний обратно пропорциональна корню квадратному 

из натягивающей струну силы (при прочих равных услови-

ях); 3) частота колебаний обратно пропорциональна корню 

квадратному из удельного веса струны (при прочих равных 

условиях); 4) частота колебаний обратно пропорциональна 

диаметру струны (при прочих равных условиях). Другими 

словами a:T
r

1
  , где Т — натягивающий струну вес, 

а — площадь поперечного сечения. 

Мерсенн определил нижний предел слышимости для 

человеческого уха — 16 колебаний в секунду. В переписке 

Мерсенна и Декарта впервые встречаются догадки о суще-

ствовании обертонов, о том, что любой звук есть сумма ос-

новного тона и ряда обертонов. 

Мерсенну принадлежат важные результаты в теории 

маятника. В 1634 г. он установил закон о том, что частота 

колебаний маятника обратно пропорциональна квадратно-

му корню из его длины. Он поставил также задачу о центре 

качаний маятника, которая была решена впоследствии 

Х. Гюйгенсом (1629—1695). 

Конец XVII века в области точных наук, в частности, 

теории колебаний, связан с именами Х. Гюйгенса, Р. Гука 

(1635—1703), И. Ньютона (1642—1724). Толчком для ряда 

новых исследований в области акустики послужило откры-

тие вакуума Э. Торричелли (1608—1647). Выяснилось, что 
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для распространения звука необходимо существование 

среды — газообразной, твердой или жидкой. 

Следующий важный шаг в развитии колебаний сделал 

Ньютон. В «Математических началах натуральной фило-

софии» (книга II, раздел 8) он предложил теорию волново-

го распространения движения в плотных средах, которую 

применил и к распространению звуков, считая, что они есть 

не что иное, как толчки воздуха [16, с. 470]. Ньютон нашел 

формулу скорости звука в зависимости от плотности среды. 

Он впервые определил понятие длины звуковой волны и 

установил ее связь со скоростью звука. 

В то же время стала очевидной аналогия между звуко-

выми и световыми явлениями. Р. Гук уже в 1665—1674 гг. 

утверждал, что эти явления родственны, поскольку в осно-

ве и тех и других лежат колебания, которые в первом слу-

чае воспринимаются ухом, а во втором — глазом. В «Мик-

рографии» (1665) он писал, что свет представляет собой 

весьма короткие колебательные движения, совершающиеся 

в поперечных направлениях к линии распространения све-

та. Он создал свою теорию колебательных процессов, со-

гласно которой колебания составляют основу почти всех 

физических явлений. 

Заложенные в трудах Гука основы волновой теории све-

та развил Гюйгенс [3]. Принцип Гюйгенса со временем стал 

применяться не только в теории света, но и в общей теории 

передачи движения. Таким образом, оптика в этот период 

начала приобретать связь с механикой и общей теорией ко-

лебаний. Кроме того, с технических изобретений Гюйгенса, 

в частности с изобретения маятниковых часов в 1657 г., 

началось практическое применение теории колебаний [4]. 

В начале XVIII в. было дано аналитическое описание 

колебательных процессов с помощью дифференциальных 

уравнений. Вопрос о колебании струны, с которого, в сущ-

ности, началась в древности «музыка», т.е. теория звука, 

стал осмысливаться заново, с привлечением новых дости-

жений математики. 
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Первую попытку в этом направлении сделал, исходя в 

значительной мере из эмпирических соображений, Брук 

Тейлор (1685—1731) в 1713—1715 гг. В работах «О движе-

нии колеблющейся струны» [26] и «Метод прямых и обрат-

ных приращений» [27] он рассмотрел задачу о малых плос-

ких колебаниях тонкой однородной струны длины l, закреп-

ленной на концах и выведенной из состояния равновесия 

кратковременным воздействием. Тейлор предположил, что 

все точки колеблющейся струны возвращаются одновремен-

но в первоначальное положение равновесия на одной пря-

мой, а также что сила, действующая на некоторую точку 

струны, пропорциональна расстоянию точки от оси. 

Используя механико-геометрические соображения, он, 

по существу, вывел дифференциальное уравнение колеба-

ния струны, хотя форма записи отличалась от современной. 

Из его рассуждений следовало, что колеблющаяся струна в 

каждый момент принимает форму синусоиды с амплиту-

дой, зависящей от времени. Считая, что первоначальное 

положение струны совпадает с осью x, а концы струны за-

креплены, он получил два уравнения   
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и дал решение в виде:  abtsinbxsinAy  , где A = const. 

В 1727 г. работами Тейлора заинтересовался Иоганн 

Бернулли (1667—1748). Вероятно, именно благодаря ему 

проблемы, связанные с колебательными системами, при-

влекли внимание его ученика Леонарда Эйлера (1707—

1783) и сына, Даниила Бернулли (1700—1782). 

В вышедшем в 1736 г. труде Эйлера «Механика, или 

Наука, изложенная аналитически» [22] рассматривается за-

дача о малых колебаниях точки, находящейся под действием 

заданной силы и вынужденной двигаться по заданной кри-

вой. В разделе о теории движения твердых тел [22, с. 438—
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442] Эйлер исследовал колебание простого маятника и 

нашел период этого колебания. Немалое значение имела 

«Корабельная наука» [23] Эйлера (1749), в которой наряду с 

прикладными задачами рассматриваются теоретические 

проблемы устойчивости малых колебаний плавающего тела. 

Важнейшие для развития теории колебаний результаты 

получил Ж. Л. Даламбер (1717—1783). Частично они были 

изложены в его «Динамике» [5], опубликованной в 1743 г. 

Он рассмотрел, например, задачу о колебании сложного 

маятника, представляющего собой систему двух точечных 

грузов, подвешенную на невесомой и нерастяжимой нити, 

и решил ее как без учета сопротивления среды [5, с. 175—

178], так и учитывая это сопротивление [5, с. 204—205]. 

Здесь и в других работах Даламбер обратился к связанным 

с теорией колебаний задачам о движении небесных тел. 

В 1788 г. вышла первым изданием «Аналитическая ме-

ханика» [11] Ж. Л. Лагранжа (1736—1813) — одна из важ-

нейших научных работ столетия. В ней содержались ос-

новные положения теории малых колебаний консерватив-

ной системы около положения равновесия. Во втором из-

дании (1811 г.) Лагранж существенно дополнил свою тео-

рию.  

Цель «Аналитической механики», по словам автора, 

состоит в том, чтобы «свести теорию механики и методы 

решения связанных с ней задач к общим формулам, про-

стое развитие которых дает все уравнения, необходимые 

для решения каждой задачи» [11, с. 9]. Сочинение состоит 

из двух частей — «Статики» и «Динамики». Из первых ше-

сти разделов «Динамики» пять имеют общий характер. 

Определяются основные принципы динамики (принципы 

сохранения живых сил, сохранения движения, центра тяже-

сти, сохранения моментов вращения и принцип наимень-

шего действия) и выводится общая формула динамики для 

движения системы тел, находящихся под действием каких-

либо сил. Из этой формулы выводится дифференциальное 

уравнение для решения этих задач, основанное на вариации 
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произвольных постоянных. В шестом разделе излагаются 

сформировавшиеся в течение XVIII в. основы теории ма-

лых колебаний. 

Лагранж пишет, что «дифференциальные уравнения 

любой системы тел бывают всегда интегрируемыми в том 

случае, когда тела лишь очень мало удаляются от своих 

положений равновесия; тогда можно определить законы 

колебания всей системы» [11, с. 438]. Выражая потенци-

альную энергию V системы с конечным числом степеней 

свободы в виде квадратичной формы от обобщенных коор-

динат q1, q2, ... qn, а кинетическую энергию T — в виде 

квадратичной формы от первых производных этих коорди-

нат, он получает уравнения движения системы, которые в 

современной записи имеют вид: 

0

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
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








kk q

L

q

L

dt

d


, 

где  k = 1, 2, … n, L = T – V. 

Публикации Эйлера и Д. Бернулли по вопросам теории 

колебаний появились в 30-х годах XVIII в., но занялись они 

этими вопросами значительно раньше. Об этом свидетель-

ствует их многолетняя переписка, начавшаяся в 1726 г. [19, 

с. 20—35; 24, т. 2, с. 409—655]. Вскоре в эту переписку 

вступил Даламбер, а затем и Лагранж [24]. Хорошо зная 

друг друга, занимаясь одновременно близкими проблема-

ми, ученые обсуждали методы решения задач о колебании 

маятника, струны, упругого стержня, пластинки, плаваю-

щих тел и т.д. 

Задача о колеблющейся струне занимала в исследова-

ниях Эйлера, Д. Бернулли, Даламбера, Лагранжа и их со-

временников особое место. Ее решение вызвало спор, ко-

торый сыграл значительную роль в истории математики. 

Он имел важнейшее значение для развития понятия функ-

ции и решения таких проблем математического анализа, 

как представимость функции тригонометрическими рядами 

и т.д. [17; 20; 21; 28]. В истории науки о дифференциаль-
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ных уравнениях, как показано в работах С. С. Демидова 

[6—10], эта дискуссия начинает новую эпоху. 

В результате общих усилий выдающихся ученых XVIII 

века были не только решены задача о колебании струны и 

ряд других частных задач, но и заложены основы общей 

теории колебаний систем с конечным числом степеней 

свободы. Теория малых колебаний разрабатывалась с по-

мощью дифференциальных уравнений второго порядка с 

постоянными коэффициентами. Этими уравнениями зада-

вался закон движения; решая их, получали координаты 

точки в виде функций от времени с произвольными коэф-

фициентами, определить которые можно по начальным 

условиям движения. 
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И. В. Игнатушина 

 

ОБЗОР РЕЗУЛЬТАТОВ ЭЙЛЕРА ПО ТЕОРИИ  

БЕТА-ФУНКЦИИ (ПО ПЕЧАТНЫМ РАБОТАМ И 

НЕОПУБЛИКОВАННЫМ МАТЕРИАЛАМ) 

 

Леонарду Эйлеру (1707—1783), одному из основопо-

ложников современной математики, принадлежит решаю-

щая роль в формировании основ математического анализа 

и создании ряда его ветвей, в том числе некоторых разде-

лов теории специальных функций. В частности, его можно 

назвать основоположником теории функции бета (В). Во-

просам этой теории Эйлер посвятил около 20 мемуаров. 

Содержание его мемуаров, в которых речь идет о функ-

ции бета, рассматривалось во вводной статье Г. Фабера и 

А. Крацера к 19 тому полного собрания сочинений Л. Эйлера 

(«Leonhardi Euleri opera omnia») [1], в магистерской диссерта-

ции А. Жбиковского «Об Эйлеровых интегралах» (1867) [2] и 

работах по истории теории специальных функций А. Н. Гусе-

ва [3], В. В. Гуссова [4, 5], Н. Нильсена [6] и др. Однако мно-

гие вопросы, касающиеся возникновения и ранней истории В-

функций, остались неизученными. 

Настоящая статья является продолжением работ [7, 8] 

и посвящена творчеству Эйлера в указанной области мате-

матического анализа. Для представленного здесь обзора 

соответствующих результатов Эйлера, помимо мемуаров, 

вошедших в тома «Оpera omnia» (14, 16а, 16б, 17—19), и 
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опубликованной переписки ученого, были также использо-

ваны неопубликованные материалы из его записных кни-

жек, которые хранятся в Санкт-Петербургском филиале 

Архива РАН (ПФА РАН. Ф. 136. Оп. 1. № 129 —140). 

Эйлеру принадлежит открытие многих свойств инте-

грала  





1

0
n qnn

1p

)x1(

dxx
, а следовательно, и В-функции. Так, 

уже в одном из своих ранних мемуаров Е19 

(«О трансцендентных рядах, т.е. о рядах, общий член кото-

рых не может быть выражен алгебраически» [9]), сданном 

в печать 28 ноября 1729 г. (но опубликованном в 1738 г.), 

исходя из определения для биномиальных коэффициентов  
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и заменив здесь факториалы соответствующими инте-

гральными формулами, т. е. 
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а также применив соотношение 
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(где q > 0 и p – q > –1) , он получил выражение  
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которое для n и q натуральных показывает связь между В- и 

Г-функциями 
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Позже в мемуаре Е421 («Разложение интегральной 

формулы 
 n

m

1f )lx(dxx , где интегрирование распространя-
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ется от значений х = 0 до х = 1», 1772 [10]) Эйлер, исполь-

зуя разложения соответствующих интегралов в бесконеч-

ные произведения, показал справедливость равенства (1) 

для n и q дробных.  

Соотношение (1) играет важную роль в исследованиях 

Эйлера. Так, например, в мемуаре Е663 («Полное изложе-

ние рядов, замечательных тем, что содержат биномиальные 

коэффициенты с дробными индексами», 1776 [11]), исполь-

зуя это соотношение, Эйлер доказал теорему о том, что 

сумма произведений коэффициентов, полученных при пе-

ремножении разложений биномов (1 + z)
m 

и (1 + z)
n
 , т.е. 
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Установленная связь (1) между эйлеровыми интегра-

лами первого и второго рода позволила строить теории В- и 

Г-функций параллельно.  

Эйлер получил и другие формулы, выражающие эйле-

ров интеграл второго рода через произведение эйлеровых 

интегралов первого рода. Например, в уже упомянутом ме-

муаре Е19 [9] имеется следующее равенство 
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Для нахождения значений В-функции Эйлер установил 

соотношения между различными эйлеровыми интегралами 

первого рода при одном и том же значении n. Например, в 

мемуаре Е122 («Бесконечные произведения дробей», (1739) 

1750 [12]) получено представление частного двух интегра-

лов первого рода в виде бесконечного произведения: 
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Формулы (2) и (3) имеются в записной книжке № 131, 

датируемой 1736—1740 гг.
 1
, на л. 184 об. и 186 об.  

Из соотношения (3) при n = 1 следует разложение для 

В-функции: 
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которое Эйлер привел в записной книжке № 132, датируе-

мой 1740—1744 гг., на л. 157 об. 

                                                      
1 Датировка записных книжек Эйлера приведена по Г. П. Матвиев-

ской [13 , с. 140]. 
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Используя разложение (3), Эйлер в записных книжках 

№ 132 (л. 156) и № 134 (л. 169) устанавливает, что показа-

тели степеней m и k можно менять местами, т.е.  

dx)x1(xdx)x1(x
n

nm
1

0

n1k
n

nk
1

0

n1m









  . 

Таким образом, здесь доказано свойство симметрично-

сти для В-функции относительно своих аргументов:  

В(m, k) = B(k, m). 

Эти идеи Эйлер в дальнейшем развивает в мемуаре 

Е254 («О представлении интегралов дробями», (1756) 1761 

[14]), где получены многочисленные представления част-

ного двух интегралов первого рода в виде бесконечных 

произведений. Здесь же путем сравнения различных пред-

ставлений для равных произведений выводятся новые со-

отношения между соответствующими интегралами.  

Например: если a + c = b + e = s, то 
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 [14, с. 256]. 

Указанные результаты Эйлер позже включил в первый 

том своего «Интегрального исчисления» (1768) [15]. 

В записной книжке № 132 (л. 157 об.) из соотношения 

(3) выводится разложение логарифма В-функции в ряд:  
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3
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2
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1
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где 
 

1

0

1k1s dx)x1(xP . 

Отсюда Эйлер получил разложение частной производ-

ной для логарифма В-функции:  
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1sk
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P
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

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
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
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


. 
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Здесь же, разложив подынтегральную функцию по 

формуле бинома Ньютона, а затем почленно проинтегриро-

вав, Эйлер представил В-функцию в виде ряда: 

...
)3s(321

)3k)(2k)(1k(

)2s(21
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1
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


 .  

Отсюда он выводит представление частной производ-

ной для логарифма В-функции в виде частного двух рядов: 
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Рассмотренные результаты были частично опублико-

ваны лишь в 1776 г. в мемуаре Е499 («Об интегральной 

формуле 
 xx1

lxdx
, где переменная изменяется от x = 0 до 

x = 1» [16]) . 

Эйлер установил также различные соотношения между 

эйлеровыми интегралами первого рода и тригонометриче-

скими функциями. Например, в записной книжке № 131 

(датируемой 1736—1740 гг.) на л. 236 об. содержится сле-

дующее:  
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В июне 1742 г. эти результаты Эйлер сообщил в пись-

ме к Гольдбаху [17, с.108], а через год опубликовал в мему-

аре Е59 («Теоремы, выражающие интегральные формулы 

через квадратуры кругов», 1743 [18]). 

В этом же мемуаре, используя формулу (2), а также 

разложения в бесконечные произведения для тригономет-

рических функций, которые были получены ещё во «Вве-
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дении в анализ бесконечно малых» [19, гл. XI, с. 170], Эй-

лер выводит формулы: 
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Эти же выражения имеются в записной книжке № 132 

(датируемой 1740—1744 гг.) на л. 108. 

Здесь Эйлер использовал в основном первую инте-

гральную формулу для В-функции. Однако ему была из-

вестна и вторая интегральная формула:  

B(q, p – q +1) = 







0

1p

1q

)z1(

dzz
, 

которую он получил из интеграла 
 

1

0

qp1q dx)x1(x , при-

менив подстановку 
z1

z
x


 . 

В записной книжке № 131 (датируемой 1736—1740 гг.) 

на л. 187 встречается формула:  






1

0

n

1n

nsin)x1(

dxx
, которая 

выражает важное свойство В-функции и в настоящее время 

записывается в виде: 
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




asin
)a;a(B 1 . 

В той же записной книжке на л. 242 содержится и дру-

гая ее запись: 
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m
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dxx
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n
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 

.                             (4)  

Полученные формулы позволяют вычислять значения 

В-функции в случае, когда сумма её аргументов равна еди-

нице. 

Это свойство В-функции было опубликовано в § 30—

31 мемуара Е60 («О нахождении интегралов, если после 

интегрирования изменяются пределы изначальной величи-

ны», 1743 [20]). Здесь же в § 34, используя равенство (4) и 

то, что 
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, 

Эйлер, взяв последовательно k равным 2, 3, 4, 5, etc., уста-

новил следующее соотношение:  


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0

kq
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)x1(

dxx
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 .  (5) 

Этот результат имеется в записной книжке № 131, дати-

руемой 1736—1740 гг.) на л. 242 об. Найденные заметки, оче-

видно, являются черновым наброском к мемуару Е60 [20]. 

Позже в мемуаре Е588 («Нахождение интегральной 

формулы  



nk

1m

)x1(

dxx
 в случае, когда после интегрирования 

x = », 1785 [21]) Эйлер обобщил формулу (5) на случай, 

когда k является дробным числом, и в результате получил: 
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В мемуаре Е254 [14] (§ 56—57) Эйлер перечислил из-

вестные ему представления тригонометрических функций 

через интегралы первого рода.  

Например, 
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Интересное разложение функции B(n–1; n) в ряд вида 
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выведено в мемуаре Е555 («О замечательной пользе метода 

интерполяции в учении о рядах», 1783 [30]). 

В записной книжке № 134, датируемой 1749—1757 гг., 

на л. 169 об. — 171 рассмотрена задача о сведении эйлеро-

вых интегралов первого рода к наименьшему числу основ-

ных видов.  
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Для её решения Эйлер использовал установленные им 

свойства интеграла первого рода  


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
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1) свойство симметричности относительно своих аргу-

ментов: 
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2) если один из аргументов p или q равен n, то 
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3) в случае, когда p + q = n, выполняется 
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4) все интегралы 
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, где p или q больше n, можно 

при помощи формулы  
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свести к таким, у которых эти аргументы будут принимать 

одно значение из ряда чисел: 1, 2, ... n; 

5) для всех значений переменных p, q, r, s, при которых 

определены соответствующие интегралы, справедливы 

следующие равенства: 
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На основе этих свойств Эйлер в мемуаре Е321 («Рас-

смотрение интегральной формулы x x dxp n

q

n



1

1

1( ) , где 

после интегрирования полагается x = 0» (1762) 1766) [22, 

§ 10, с. 278—281], а также в первом томе «Интегрального 

исчисления» [15, гл. IX, § 387, с. 218—219] выводит алго-

ритм для выражения интеграла 








q

p
 в случае, когда p, q и 

n — натуральные, через комбинации основных видов инте-

гралов. У Эйлера их три: 
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Значения интегралов первого и второго вида находятся 

по соответствующим формулам:  
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Для вычисления значений интегралов третьего вида 

Эйлер в § 48—53 мемуара Е640 («Представление величины 

интегральной формулы 
x dx
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n n qn
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1( )
, где переменная 

изменяется от x = 0 до x = 1» (1787), 1789 [23]) предлагает 
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разбить отрезок интегрирования [0; 1] на две части: от 0 до 

n 2

1
 и от 

n 2

1
 до 1. Затем во втором интеграле вместо пе-

ременной интегрирования х он вводит новую переменную 

у, которая определяется формулой nn x1y  , и в резуль-

тате получает: 
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Разлагая подынтегральные выражения по формуле би-

нома Ньютона и почленно интегрируя, Эйлер получает ря-

ды, которые хорошо сходятся для обоих интегралов, стоя-

щих в правой части равенства (12). С помощью этих рядов 

и находятся значения искомых интегралов. 

На л. 170 об. — 171 записной книжки № 134, датируе-

мой 1749—1757 гг., приведены таблицы, в которых инте-

гралы вида 
p

q









 =  





1

0
n qnn

1p

)x1(

dxx
 при n = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 

выражены через интегралы основных видов. Эти таблицы 

(до n = 9 включительно) Эйлер позже опубликовал в Е321 

[22] и первом томе «Интегрального исчисления», а в мему-

аре «Дополнение к работе о величине интегральной фор-

мулы 
x dx

x

p

n n qn






1

1( )
, где переменная изменяется от x = 0 

до x = 1» (1776) [24] привел таблицу и для n = 10.  

Отметим, что случай n = 1, когда интеграл 








q

p
 равен 

В(p, q), не рассмотрен, так как здесь Эйлер брал p, q и n — 

натуральные, причем в силу свойства (9) рассматривал 

только те случаи, когда p и q не превосходят n.  
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Однако найденный им алгоритм позволяет вычислять 

значения В-функции для положительных рациональных 

аргументов, так как 

















q

p
n

n

q
,

n

p
B .  

В § 28 мемуара Е768 («Об интерполировании последо-

вательности биномиальных коэффициентов с дробными 

индексами» (1781) 1824 [25]) Эйлер сформулировал важное 

утверждение, которое, по сути, является критерием сходи-

мости интегралов первого рода: «Интегральная формула 


  qp1q )x1(dxx , взятая от х = 0 до х = 1, имеет величину, 

если q > 0 и p – q > –1» [25, с. 267]. 

В этом же мемуаре он находит представление для би-

номиальных коэффициентов в интегральном виде 


 


1

0

qp1q

q

p

dx)x1(xq

1
C  и показывает, что функция 


 


1

0

qp1q dx)x1(xq

1
)p,q(y  имеет свое наибольшее значе-

ние М в случае, когда второй аргумент в два раза больше 

первого, т.е. p = m, q = m
2

1
 при m — натуральном. При 

этом: 

1) если m — четное , т.е. m = 2i , где i N, то 

i...4321

)2i4(...141062
M




 ; 

2) если m — нечетное , т.е. m = 2i + 1 , где i N  {0}, 

то 
)1i2(...9753

i8...32241684
M







 . 

В главе XI второго тома «Интегрального исчисления» 

(1769) [15] Эйлер установил, что интеграл 
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
 

1

0

1bc1b du)xu1()u1(u , 

удовлетворяющий гипергеометрическому дифференциаль-

ному уравнению 

  0abydxdydxx)1ba(cyd)x1(x 22  , 

разлагается в ряд вида 

















 ...x

)1c(c21

)1b(b)1a(a
x

c1

ab
1)bc,b(B 2 . 

Таким образом, здесь Эйлер показал связь бета-функ-

ции с гипергеометрической функцией. В XIX в. к анало-

гичным результатам пришел К. Ф. Гаусс (1777—1855).  

Все работы Эйлера, связанные с вопросами теории В-

функции, можно условно разделить на две группы. В 

первую входят мемуары 1729—1768 гг., где выражение 

 





1

0
n qnn

1p

)x1(

dxx
 рассматривается только в качестве интегра-

ла первого рода, устанавливаются различные соотношения 

между такими интегралами и тем самым накапливаются 

отдельные факты, которые затем легли в основу теории В-

функции. Основные результаты, касающиеся теории В-

функции, полученные в этот период, Эйлер опубликовал в 

«Интегральном исчислении».  

Во второй период (после 1768 г.) выражение 

 





1

0
n qnn

1p

)x1(

dxx
 выступает уже как аналитический способ 

задания особого рода функции, которая тесным образом 

связана с В-функцией. В это время Эйлер не только полу-

чил многие положения теории В-функции в действительной 

области, но и сделал попытку распространить её на ком-

плексную область. Об этом свидетельствует мемуар Е745 

(«О бесконечных дробях Валлиса» [26]), сданный в печать 

в 1780 г. Здесь, решая задачу о выражении членов последо-

вательности A, B, C, D, ..., где 
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AB = f 
2 
+ c;  

BC = (f + a)
2 
+ c;  

CD = (f + 2a)
2 
+ c;  

DE = (f + 3a)
2 
+ c; ... 

через известные f и а, Эйлер получил: 

1) если c= –b
2
, то 

 



 1

0
a2

1b1f1

0
a2

1b1af

x1

dxx
:

x1

dxx
)1bf(A ; 

2) если c = b
2
, то 

 



 1

0
a2

1b1f1

0
a2

1b1af

x1

dxx
:

x1

dxx
)1bf(A . 

Таковы основные опубликованные результаты Эйлера 

по теории В-функции. 

Перейдем теперь к описанию заметок из записных 

книжек Эйлера, касающихся этой теории. Они позволят 

глубже вникнуть в рассуждения ученого, понять, каким 

путем были получены многие из перечисленных выше ре-

зультатов Эйлера, а также уточнить датировку его научных 

открытий в указанной области математического анализа. 

 

Записная книжка № 131 (1736—1740 гг.). 

 

На л. 9 об. содержится формула перехода от интеграла 

 

1

0

kn dx)x1(x  к  

1

0

knn dx)x1(x : 

 
1nk

1n
dx)x1(x

1

0

kn








 

1

0

knn dx)x1(x . 

Она является одной из шести формул, выражающих 

соотношения между интегралами первого рода, которые 

имеются на л. 11:  

1. 





1

0

1knm

1

0

knm dx)x1(x
1nkm

nk
dx)x1(x ; 
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2.  


 

1

0

knm

1

0

1knm dx)x1(x
nk

1nkm
dx)x1(x ; 

3. 
 




1

0

1knnm

1

0

knm dx)x1(x
1m

nk
dx)x1(x ; 

4.  


 

1

0

knm

1

0

1knnm dx)x1(x
nk

1m
dx)x1(x ; 

5.  



 

1

0

knnm

1

0

knm dx)x1(x
1nkm

1nm
dx)x1(x ; 

6.  





1

0

knm

1

0

knnm dx)x1(x
1nm

1nkm
dx)x1(x . 

Отметим, что равенства с четными номерами являются 

следствиями из соответствующих равенств с нечетными 

номерами.  

Эти формулы позволяют установить некоторые соот-

ношения между значениями В-функции. Так, из первого 

равенства получается одно из свойств В-функции: 

)1b,a(B
1ba

1b
)b,a(B 




 , 

позволяющее уменьшить второй аргумент. 

Из соотношений 1 и 5 следует, что 

dx)x1(x
1nkm

1nm
dx)x1(x

1nkm

nk
1

0

knnm

1

0

1knm

 







 . 

 Отсюда при n = 1 имеем: 

dx)x1(x
1km

m
dx)x1(x

1km

k
1

0

k1m

1

0

1km

 





 , 

что соответствует свойству симметричности В-функции 

относительно своих аргументов. 

 Формулы 1—6 являются следствием из равенств для 

интегралов от биномиальных дифференциалов, которые 

приведены на л. 11 об.: 
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1. 







 nka

)bxa(x
dx)bxa(x

kn1m

1knm  

 


 dx)bxa(x
nka

1nkm knm ; 

2. 









 1nnkm

)bxa(x
dx)bxa(x

1kn1m

1knm  

 



 dx)bxa(x

1nnkm

na)1k( knm ; 

3. 
 dx)bxa(x 1knnm  

 








dx)bxa(x
nkb

)1m(

nkb

)bxa(x knm

kn1m

; 

4. 
 dx)bxa(x 1knnm  

 












dx)bxa(x
1nm

)1k(nb

1nm

)bxa(x knm

1kn1nm

; 

5. 
 dx)bxa(x knnm  

 












dx)bxa(x
b)1nnkm(

)1m(a

b)1nnkm(

)bxa(x knm

1kn1m

; 

6. 









 a)1nm(

)bxa(x
dx)bxa(x

1kn1nm

knnm  

 



 dx)bxa(x

a)1nm(

b)1nkm( knm . 

Эти равенства позволяют понижать показатель степени 

выражения, стоящего под интегралом, и таким образом сво-

дить интегралы 
  dx)bxa(x knnm  к   dx)bxa(x knm .  

На л. 95 об. Эйлер перечислил все случаи, когда выра-

жение  dx)bxa(x knm  интегрируется в конечном виде. 

Содержание этих заметок позволяет установить, что 

они являются подготовительными записями к «Интеграль-

ному исчислению» [15]. 
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На л. 9 об. приводится следующее разложение: 

.,etc
)nm)(nnkm)(nnkm(

)nm)(m)(k(k

)nm)(nnkm(

)m(k

mA

E
















122222221

22221

122

22

1

1

2

2

 

где  
1

0

knm dx)x1(xE  ,   

1

0

kn1m2 dx)x1(xA . 

Далее на л. 10—11 рассматриваются примеры этого 

разложения при n = 2, k =
2

1
  и 

1) m = 0, тогда 









1

0
2

1

0
2 2x1

dx
E,1

x1

xdx
A   и 

.etc
11

1

9

1

7

1

5

1

3

1
1

8A2

E
22222

22




 ; 

2) m = 1, тогда  






1

0
2

1

0
2

3

1
x1

xdx
E,

3

2

x1

dxx
A    и 

 .etc
1192

31

972

31

752

31

52

1

2

1

4

3

A2

E 2


















 , 

отсюда, после умножения обеих частей на 2/3, следует 

 .etc
119

1

97

1

75

1

53

1

31

1

2

1















 ; 

3) m = 2 , тогда 














1

0
2

21

0
2

5

4x1

dxx
E,

53

42

x1

dxx
A      

и 

 .etc
1197

54

975

43

753

32

531

21

128A2

E
2222

22























 ; 

4) 
2

m


 , тогда 









 1

0
2

21

0
2

1

x1

dxx
E,

x1

dxx
A    и 
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.etc
)14)(7)(5)(3(642

)6)(4)(2(5312

)10)(5)(3(42

)4)(2(321

)6)(3(2

)2(12

2

2

A2

E 2





















 

В частности при  = –1  

 






1

0
3

1

0
2 xx

dx
E,

x1

dx
A      и 

 .etc
13642

531

942

31

52

1
1

A4

E
222

222

22

22

2

22













  

Эти разложения Эйлер нигде не опубликовал, поэтому 
непонятно, откуда возникла эта задача и почему он рас-

смотрел именно разложение 
A2

E 2

.  

На л. 11—11 об. сформулировано утверждение: ряд 
следующего вида  

 





)nnkb)(na(1

pbc

a

1
 

.etc
)n2nkb)(nnkb)(n2a(21

p)nb(b)1c(c 2





  

имеет сумму, равную 



 









1

0

kn1b

1

0

1

0

cn1akn1ab

dx)x1(x

dx)px1(xdx)x1(x

. 

Из этого утверждения на л. 95 об. Эйлер, положив 

nb,
n

1n
k,1ap,p,

n

1
c 


     , выводит, что сумма 

ряда 

.etc
)n31(

p

)n21(

p

)n1(

p

1

1
2

3

2

2

22









  

равна  




1

0

1

0 n

1

nn

1n

n

2n

)px1(

dx

)x1(

dxx
. 
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Эти результаты тоже не были опубликованы. 

Как показывают приведенные фрагменты записных 

книжек, в исследованиях Эйлера ряды и интегралы нахо-

дятся в тесной взаимосвязи, что позволяет ему выражать 

одни через другие. 

На л. 170 приводится разложение неопределенного ин-

теграла    dx)x1(x nm  в ряд 

 .etc
)3n(21

)x1)(1m(m

)2n(1

)x1(m

1n

)x1( 3n2n1n



















,   (13) 

откуда, если взять пределы интегрирования от 0 до 1, полу-

чим разложение для В-функции. 

Это разложение было получено следующим образом 

.etc
3n

)x1(

21

)1m(m

2n

)x1(

1

m

1n

)x1(
.etc

3n

z

21

)1m(m

2n

z

1

m

1n

z
dz.etcz

21

)1m(m
z

1

m
1z

dz)z1(z
dzdx

zx1
dx)x1(x

3n

2n1n3n

2n1n

2n

mnnm





























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







 

Используя разложение (13), Эйлер нашел, что выраже-

ние  

 






dx)x1(x

)x1(

ax
s nm

1n

p

 

при х = 1 равно дроби 
1n

a


. 

Само разложение интеграла первого рода в ряд Эйлер 

вывел на л. 226: 

.etc
)n2r(21
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)nr(

s
1dx)x1(x

1

0

sn1r 








  

Здесь же получено разложение в ряд и для частного та-

ких интегралов: 



 103 

.etc
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На этом же листе Эйлер отмечает, что интеграл 

 




1

0

n

nm

n1m )x1(x . 

Это утверждение справедливо, так как при 0
n

m
  ин-

теграл 













n

m
;

n

m
B

n

1
)x1(x

1

0

n

nm

n1m  расходится. 

Далее на л. 226 содержится следующее утверждение: 

интеграл  

1

0

sn1r dx)x1(x  имеет конечную величину, если 

n

nr
s


 . 

Заметим, что оно является следствием из признака схо-

димости для В-функции: интеграл  











 1s;
n

r
B

n

1
dx)x1(x

1

0

sn1r  

сходится, если  0
n

r
 и 1s  .  

Отсюда если интеграл  











 1s;
n

r
B

n

1
dx)x1(x

1

0

sn1r  

сходится, то 
n

nr
s


 , что и соответствует условию, 

имеющемуся у Эйлера. 
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Заметки на л. 184 об. и 186 об. содержат представление 

частного интегралов первого рода в виде бесконечного 

произведения: 

.etc
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)1n2m(

)1n2nkm(
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)1nnkm(
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


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





 

или при m + 1 = a; p + 1 = b; nk + n = c. 

 


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dx)x1(x

dx)x1(x

1

0

n

nc

n1a

1

0

n

nc

n1b
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


  

 

Отсюда Эйлер получил разложение интеграла первого 

рода в виде бесконечного произведения:  

 




 dx)x1(x
1

0

n

nc

n1b
 

.etc
)cn3)(n2b)(cn2)(nb)(cn(b

)n2cb(n3)ncb(n2)cb(n

c

1




  

 

Отметим, что данные заметки являются черновым 

наброском к мемуару Е122 [12], в котором и были опубли-

кованы эти результаты. 

Далее на л. 184 об. — 185 рассматриваются примеры 

этих разложений и дается представление отношения инте-

гралов первого рода в виде непрерывных дробей: 
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1) при a = 1; b = 2; n = 2; c = 1  
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 ; 

2) при a = 3; b = 1; c = 2; n = 4 
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 и др. 

Здесь же Эйлер заключает, что 

 


















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.etcn2

49
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25
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9
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1
n  . 

В дальнейшем эти идеи Эйлер оформил в стройную 

теорию
1
, которую опубликовал в Е123 («Наблюдения о 

бесконечных дробях» (1739), 1750 [29]). 

На примере этих заметок видно, как установленные 

связи между рядами, произведениями, интегралами и не-

прерывными дробями позволяли Эйлеру находить новые 

пути решения различных задач. 

                                                      
1 О непрерывных дробях в исследованиях Эйлера см. статьи А. Н. 

Хованского [27] и В. Д. Павлидис (Горловой) [28]. 
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Используя формулу разложения в бесконечное произ-

ведение частного двух интегралов первого рода, Эйлер на 

л. 201 получил: 

 

    
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Кроме того, здесь имеются следующие равенства: 
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Отсюда Эйлер выводит общую теорему об интерполя-

ционном члене особого вида: 

если 
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Содержание и примерная датировка (до 1739 г.) этой 
заметки позволяют сделать вывод, что она является фраг-
ментом черновика к мемуару Е122 [12]. 

Заметка на л. 187 содержит равенство 

 






1

0

n

1n

nsin)x1(

dxx
, 

которое устанавливает связь между В-функцией и триго-
нометрической функцией синус. Найденное равенство поз-
воляет вычислить значение В-функции в случае, когда 
сумма её аргументов равна единице. 

Этот же факт, но в другой форме, Эйлер привел на л. 242: 

n

m
sinn

x1

dxx

0

n

1m







 

. 

Кроме того, эта заметка свидетельствует о том, что уже 
в то время (до 1740 г.) ему была известна вторая инте-
гральная формула для В-функции. 

На л. 242 об. Эйлер обобщает свой результат на инте-

гралы вида 







0

1kn

1m

)x1(

dxx
 и получает: 

 
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









n

m
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. 

Форма рассуждения и содержание заметок позволяют 
заключить, что они являются черновыми к соответствую-
щим фрагментам мемуара Е60 [20]. 

В этой записной книжке содержатся и другие форму-
лы, связывающие тригонометрические функции с интегра-

лами первого рода. Так, на л. 187 имеется равенство:  
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а на л. 236 об. следующие: 
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В июне 1742 г. эти результаты Эйлер сообщил в пись-

ме к Гольдбаху [17, с. 108], а через год опубликовал в ме-

муаре Е59 [18]. 

Формула 
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содержащаяся на л. 242, показывает связь между интегра-

лами первого и второго рода. Её Эйлер опубликовал в ме-

муаре Е19 [9, с. 19] и сообщил в письме к Гольдбаху от 8 

января 1730 г. [17, с. 27].  

Отсюда Эйлер вывел представление интеграла 
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через произведение интегралов перво-

го рода: 
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Записная книжка № 132 (1740—1744 гг.).  

 

На л. 77—78 Эйлер продолжает заниматься вопросом о 

связи между интегралами и непрерывными дробями. Так, 

на л. 77 об. получено следующее представление частного 

двух интегралов первого рода: 



 109 

,

.etc)S3R(r2

)Q4P)(Q2P)(r2q2p)(r3p(
)S2R(r2

)Q2P(P)rp(
rR2

)QP)(rq2p(p
m

P

rm

y1

dyy

y1

dyy

)rq2p(
1

0
r2

1p

1

0
r2

1q2p





























где P = pp + 2pq – pr – mm + mr,  Q = 2r(p + q – m), R = 

= pp + 2pq – mp – mq + qr,  S = r(p + r – m). 

На л. 78 рассматривается частный случай: 
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 . 

Эти результаты были позже опубликованы в мемуаре 

Е123 [29]. 

На л. 108 Эйлер отмечает, что в записной книжке 

№ 131 на стр. 480 (л. 242 об.) он получил формулу для вы-

ражения интеграла 
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Применив подстановку 
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этой формулы, что 
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 Отсюда, после замены выражения 
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 В частности, отмечает Эйлер, если k = 0, то 
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 Эта заметка, по-видимому, является подготовительной 

к § 36—37 мемуара Е60 [20]. 

На л. 156 об. Эйлер в явном виде сформулировал свой-

ство симметричности В-функции относительно своих аргу-

ментов: 

 
1

0

mn

1

0

nm dx)x1(xdx)x1(x . 

 Здесь же утверждается, что бесконечное произведение 

 .etc
2q

2p

1rp

1rq

1q

1p

rp

rq

q

p
s 



















            (14) 

можно представить следующим образом: 

 

 ;

dxx)1(x

dxx)1(x

s;

dxx)1(x

dxx)1(x

s
1

0

1rq1r

1

0

1rp1r

1

0

1p1r

1

0

1q1r



























  
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. 




























1

0

1p1pq

1

0

1rp1pq

1

0

1rq1qp

1

0

1q1qp

dxx)1(x

dxx)1(x

 s;

dxx)1(x

dxx)1(x

s   

Отсюда следует соотношение: 

 



























1

0

1rq1qp

1

0

1q1qp

1

0

1p1r

1

0

1q1r

dx)x1(x

dx)x1(x

dx)x1(x

dx)x1(x

.         (15) 

 В частности при q = 0, учитывая свойство симметрич-

ности В-функции относительно своих аргументов, Эйлер 

выводит:  

 
 







1

0

1

0

1p1p1

0

1r

dx
x

)x1(

x1

dxx

x1

dxx
. 

Полученные здесь результаты были позже опубликова-

ны в мемуаре Е254 [14], а также в первом томе «Инте-

грального исчисления» [15]. 

В заметках на л. 108, 156 об. — 157 об. Эйлер получил 

большое количество формул, показывающих связь между 

интегралами первого рода и тригонометрическими функ-

циями. 

Так, на л. 108, сравнив разложения в бесконечные про-

изведения для функций синуса и косинуса с соответствую-

щим разложением для частного интегралов 1-го рода, он 

установил, что 

 
















1

0 n2

nm

n2

1m

1

0 2

1

n2

1m

)x1(

dxx

)x1(

dxx

q
n

m
cos ,  





1

0 n2

m

n2

1m

)x1(

dxx
n

q
q

n

m
sin . 

Далее на л. 156 об. Эйлер сопоставляет разложение 
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.etc
3

n3

2

n2

2

n2

1

n1

1

n1

n

nsin




















 

с (14) и получает, что они совпадают, если p = 1 – n, q = 1,  

r = n. Отсюда, учитывая равенство (15), он выводит: 

   ;
x)1(

dxx
=

nπsin

π

      

x)1(

dxx
n

1

dxx)1(x

dxx

nπ

nπsin

1

0

n

1n

1

0

n

1n0

0

n1n

1

0

1n


























 

 .-=

    

1

0

































1n

n

1

0

1n

n0

0

n1n

1

0

1n

x

dx)x1(

nsin

x

dx)x1(
n

1

dx)x1(x

dxx

n

nsin

. 

 Из этих соотношений следует: 

 

















1

0

m

1m

1

0

n

1n

)x1(

dxx

)x1(

dxx

nsin

msin
; 

 






















1

0

n2

1n2

1

0

n

1n

)x1(

dxx

)x1(

dxx

ncos2
nsin

ncosnsin2

nsin

n2sin
. 

По аналогичной схеме строятся рассуждения и на 

л. 157—157 об.: 

 1) .etc

2

3

n
2

3

2

3

n
2

3

2

1

n
2

1

2

1

n
2

1

ncos 















 , 
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s = cosn и n,   r
2

1
n,    q

2

1
p  , 

следовательно, 































1

0

2

1
n

1n

1

0

2

1

1n

1

0

2

1
n

1n

1

0

2

1

1n

dxx)1(x

dxx)1(x

nπcos ;

dxx)1(x

dxx)1(x

nπcos ; 

2) .etc

n
2

5

n2

n
2

3

n2

n
2

3

n1

n
2

1

n1

n
2

1

n
tgn 























 , 

,
2

1
n, r

2

1
n, q p,tgnπs   

следовательно, 

;

dxx)1(x

dxx)1(x

tgnπ

;

dxx)1(x

dxx)1(x

;  tgnπ

dxx)1(x

dxx)1(x

tgnπ

;

dxx)1(x

dxx)1(x

;     tgnπ

dxx)1(x

dxx)1(x
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1

0

2

1
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1n

1

0

2

1
n2

2

1
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1
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1

0
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1
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2
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0
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1
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1
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0
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1

0

2

1
n

2

3

1

0

1n2

1

1

0

2

1
n

2

1








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


















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


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




















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


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3) .etc

2

3

n2

2

3

n1

2

1

n1

2

1

n
nsin 








 , 

n
2

1
,  r

2

1
n,   q p,nsins  , 

следовательно, 
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




























1

0

n2

3
n

1

0

2

1

2

3
n

1

0

1n2

1
n

1

0

2

1

2

1
n

dxx)1(x

dxx)1(x

nπsin; 

dx)x1(x

dx)x1(x

nsin  . 

Форма рассуждений и содержание этой заметки позво-

ляют установить, что данные записи являются подготови-

тельными к мемуарам Е59 [18] и Е254 [14]. 

На л. 157 об. из разложения В-функции в бесконечное 

произведение Эйлер получает представление логарифма 

этой функции в виде ряда: 

etc
2s

3
ln

1k

1sk
ln

1s

2
ln

k

sk
ln

s

1
lnPln 













 ., 

где 
 

1

0

1k1s dx)x1(xP . 

Отсюда, почленно продифференцировав обе части, он 

находит разложение частной логарифмической производ-

ной для В-функции: 

etc
2s

1

1sk

1

1s

1

sk

1

s

1

sP

P

















. 

Здесь же получено разложение В-функции в ряд: 

etc
)3s(321

)3k)(2k)(1k(

)2s(21

)2k)(1k(

)1s(

)1k(

s

1
P 














 . 

Из последнего соотношения Эйлер нашел представле-

ние частной логарифмической производной для В-функции 

в другом виде : 

etc
)3s(321

)3k)(2k)(1k(

)2s(21

)2k)(1k(

)1s(

)1k(

s

1

etc
)3s(321

)3k)(2k)(1k(

)2s(21

)2k)(1k(

)1s(

)1k(

s

1

sP

P 2222




































 . 

Полученные здесь результаты Эйлер частично опубли-

ковал спустя тридцать лет в мемуаре Е499 [16]. 

Заметка на л. 242 об. посвящена решению задачи об 

интерполировании последовательности биномиальных ко-

эффициентов: 
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4321

)3)(n-2)(n-1n(n-
   ;     

321

)2)(n-1n(n-
 ;      

21

)1n(n-
  ;   

1

n
   ;   1

4                                   3                       2            1        0



;  

etc. 

Здесь утверждается, что член с индексом х имеет вид: 

 

.etc
)n3(3

)xn3)(n3(

)n2(2

)xn2)(x2(

)n1(1

)xn1)(x1(















, 

и если положить х = т , то  











)n2(2

)mn2)(m2(

)n1(1

)mn1)(m1(
 


 







1

0

mn1m dz)z1(zm

1
.etc

)n3(3

)mn3)(n3(
. 

Таким образом, здесь в явном виде получено решение 

задачи об интерполировании этой последовательности. По-

дробно ход своих рассуждений Эйлер изложил в мемуаре 

Е768 [25]. 

Заметка в записной книжке № 133 (1749—1753) на 

л. 141 повторяет результаты по теории интегралов первого 

рода, которые ранее были установлены в записных книж-

ках № 131 (л. 186 об., 187, 242), № 132 (л. 108).  

 

Записная книжка № 134 (1749—1757 гг.). 

 

На л. 157 об. найдены значения интегралов 


1

0
4

n

x1

dxx
, 

где n = 0, ..., 11. 

Далее, обозначив n

1

n )x1(   через y, Эйлер на л. 169 

сформулировал утверждение о том, что в интегралах пер-

вого рода можно поменять местами показатели степеней (p 

и q): 
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







1

0

np1q

1

0

nq1p dxyx
qp

pq
dxyx

qp

pq
. 

Развивая эту идею, он вывел аналогичную «теорему» 

для произведения двух интегралов первого рода: 

.dxyxdxyx

dxyxdxyxdxyxdxyx

1

0

nq1rp

1

0

np1r

1
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np1rq

1
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nr1q
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
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





 

Доказательство этих утверждений следует из разложе-

ния соответствующих интегралов в бесконечные произве-

дения. Например, если рассмотреть произведение трех ин-

тегралов первого рода, то получим:  

 

.etc
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Здесь, отмечает Эйлер, буквы p, q, r, s можно поменять 

местами, и таким образом получается равенство: 
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На л. 169 об. для обозначения интеграла  




 
1

0

n

nq

n1p dx)x1(x  

Эйлер ввел специальный символ 








q

p
. Используя но-

вую символику, он записывает ранее установленные теоре-

мы: 

1) если p+q=n, то 

n

p
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q

p










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
; 

2) 



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



q

p
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







p

q
; 

3) если один из аргументов p или q равен n, то 

 

;
p
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n
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n
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4) интегралы 








q

p
, где p или q больше n, при помощи 

формулы  
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p

 

сводятся к таким, у которых эти аргументы будут прини-

мать одно значение из ряда чисел: 1, 2, ... n; 

5) справедливы следующие равенства: 
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     . 
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Далее на л. 169 об. — 170 приведены примеры, иллю-

стрирующие последние два равенства для п от 1 до 7. 

На основе открытых свойств интегралов первого рода 

Эйлер на л. 170 об. — 171 выводит алгоритм сведения лю-

бого интеграла вида 


 
1

0

n

nq

n1p dx)x1(x , где p, q и n — 

натуральные, к основным интегралам. Здесь же показано 

применение этого алгоритма для интегралов первого рода, 

у которых показатель п является натуральным числом от 

2 до 8, а p и q не превосходят п [см. вклейки]. 

Этот алгоритм Эйлер опубликовал в мемуаре Е321 [22] 

и в первом томе своего «Интегрального исчисления» [15, 

гл. IX, § 387, с. 218—219]. 

При построении теории В-функции Эйлер использовал 

разнообразные подходы (интерполирование последователь-

ности биномиальных коэффициентов, исследование инте-

гралов первого и второго рода, разложение в ряды и беско-

нечные произведения и т.д.), поэтому часто к одному и тому 

же результату он приходил при решении различных задач. 

Кроме того, многие соотношения, касающиеся бета-функ-

ции, он старался выводить несколькими способами. Это 

служило для него подтверждением правильности результата.  
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И. В. Игнатушина 

 

РАЗВИТИЕ ИДЕЙ Л. ЭЙЛЕРА ПО ТЕОРИИ  

Г- И В-ФУНКЦИЙ В XIX в. 

 

В работах Эйлера было положено начало теории спе-

циальных функций. Введенные им дзета-, гамма-, бета- 

функции, а также цилиндрические функции п-го порядка 

первого и второго рода являются наиболее ранними приме-

рами неэлементарных функций. В историко-математиче-

ской литературе освещен вопрос о роли Эйлера в создании 

теории дзета-функции [1] и цилиндрических функций 

[2, 3]. Проведенный нами анализ [4—9] его работ, касаю-

щихся Г- и В-функций, позволяет заключить, что Эйлер 

рассматривал эти функции в действительной области и 

сделал попытку распространить бета-функцию на случай 

комплексного переменного. 

Факты, которые легли в основу этой теории, накапли-

вались у Эйлера при решении разнообразных задач матема-

тики и механики. Важную роль при этом сыграло исследо-

вание вопросов об интегрируемости функций, интерполи-

ровании последовательностей, решении некоторых видов 

дифференциальных уравнений. При построении теории Г- 

и В-функций Эйлер использовал различные методы, в 

частности, разложение функций в ряды, бесконечные про-

изведения и цепные дроби, которые в его исследованиях 

находились в тесной взаимосвязи. Такое разнообразие ис-
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пользуемых подходов позволяло получать новые пути ре-

шения различных задач. Многие соотношения, содержащие 

функции Г и В, Эйлер старался выводить несколькими спо-

собами. Это служило для него подтверждением правильно-

сти результата. 

Теории Г- и В-функций разрабатывались Эйлером па-

раллельно, взаимно дополняя друг друга. Все его исследо-

вания по этой тематике можно условно разделить на два 

периода. В течение первого периода в ходе решения задач 

математического анализа и механики накапливались от-

дельные факты, касающиеся Г- и В-функций; для теории Г-

функции этот период охватывает 1725—1739 гг., для тео-

рии В-функции — 1729—1768 гг. Во второй период, кото-

рый продолжался до 1783 г., Эйлер обобщил и системати-

зировал полученные факты, создав основы теории Г- и В-

функций в действительной области, и рассмотрел задачу, 

где В есть функция комплексного переменного. 

Основные результаты по теории Г-функции Эйлер из-

ложил во втором томе «Дифференциального исчисления» 

(1755 г.) [10] и мемуарах Е19 («О трансцендентных рядах, 

т.е. о рядах, общий член которых не может быть выражен 

алгебраически», 1738 [11]), Е368 («О гипергеометрической 

кривой, заданной уравнением x...321y  », 1769 [12]), 

Е421 («Разложение интегральной формулы 
 n

m

1f )lx(dxx  , 

где интегрирование распространяется от значения х = 0 до 

х = 1», 1772 [13]), Е662 («О величине интегральной форму-

лы  







n

x

1
ldx , где x изменяется от x = 0 до x = 1», 1794 

[14]), а по теории В-функции — в первом томе «Интеграль-

ного исчисления» (1768) [15] и мемуарах Е321 («Рассмот-

рение интегральной формулы dx)x1(x
1

n

q

n1p




  , где после 

интегрирования полагается x = 0», 1766 [16]), Е640 («Пред-
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ставление величины интегральной формулы  



n qnn

1p

)x1(

dxx
, 

где значение переменной распространяется от x = 0 до 

x = 1», 1789 [17]), Е768 («Об интерполировании последова-

тельности биномиальных коэффициентов с дробными ин-

дексами», 1824 [18]). 

Задача об интерполировании последовательности фак-

ториалов, которая привела к появлению понятия Г-функ-

ции, была поставлена в 1722 г. Хр. Гольдбахом и позже 

решена Д. Бернулли и Л. Эйлером. Найденное в записной 

книжке № 129 представление общего члена последователь-

ности факториалов в виде бесконечного произведения поз-

воляет утверждать, что решение данной задачи Эйлер по-

лучил, возможно, даже раньше, чем Д. Бернулли, но, по 

крайней мере, независимо от него. Эта заметка позволяет 

также примерно установить время начала исследований 

Эйлера по теории Г-функции (1725—1727 гг.). 

Распределение материала, касающегося Г- и В-функ-

ций, по записным книжкам неравномерно. Следующая таб-

лица схематически дает общую картину занятий Эйлера в 

этой области. 

 
Номер 

записной 

книжки 

Годы 

Количество заметок, 

посвященных 

Г-функции В-функции 

129 

130 

131 

132 

133 

134 

135 

136 

137 

138 

139 

140 

1725—1727 

1725—1727 

1736—1740 

1740—1744 

1749—1753 

1749—1757 

1759—1763 

1759—1763 

1760—1764 

1767—1775 

1775—1779 

1779—1783 

2 

0 

5 

2 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

19 

13 

1 

6 

0 

0 

0 

0 

0 

0 
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Отметим также что, если в начале творчества публика-

ция полученных результатов по теории Г- и В-функций 

непосредственно следует за внесением соответствующей 

заметки в записную книжку или упоминанием в письме, то 

впоследствии Эйлер значительно дольше занимается ис-

следованием вопроса и его разработкой, прежде чем опуб-

ликовать соответствующий материал. 

 Заметка, обнаруженная в записной книжке № 134, 

свидетельствует о том, что в период с 1749 по 1757 гг. Эй-

лер разработал алгоритм для выражения интегралов перво-

го рода 








q

p
=  





1

0
n qnn

1p

)x1(

dxx
 в случае, когда p, q и n — 

натуральные, через комбинации основных видов интегра-

лов: 

1. 








p

n
, где np1   ; 2. 







 

p

pn
, где 1

2
 p

n
;  

3. 






 

p

)1p(n
, где 

2

1n
p1


 . 

Этот алгоритм, который позволяет находить значения 

В-функции для положительных рациональных аргументов, 

позже был опубликован в мемуаре Е321 [16] и в первом 

томе «Интегрального исчисления» [15].  

Эйлером была установлена зависимость между функ-

циями Г и В: 

В a b
Г a Г b

Г a b
( , )

( ) ( )

( )



. 

В мемуаре Е421 [13] (1772 г.) он показал способ 

нахождения значений Г-функции через известные значения 

В-функции: 
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
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









   

Эйлер также вывел формулы, выражающие связь меж-

ду функциями Г, В и тригонометрическими функциями. 

Например, для Г-функции им была найдена формула до-

полнения: 
xsin

)x()x1(



 , для В-функции, в частно-

сти, установлено, что 
xsin

)x1,x(B



 . 

Кроме того, во втором томе «Интегрального исчисле-

ния» (1769) [15] он получил разложение интеграла 


 

1

0

1bc1b du)xu1()u1(u  в ряд вида  

















 ...x

)1c(c21

)1b(b)1a(a
x

c1

ab
1)bc,b(B 2 , 

которое устанавливает зависимость между В-функцией и 

гипергеометрической функцией. 

Отметим, что вначале Эйлер получил выражение для Г-

функции в виде бесконечного произведения:  

Г (х + 1) = ...
x4

54

x3

43

x2

32

x1

21 xx1xx1xx1x


















 

, 

а потом установил соответствующие интегральные выра-

жения: 

 









1

0

x

dt
t

1
ln)1x(Г  , 
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tx dtet)1x(Г . 

Для В-функции наоборот: вначале она выступает у Эй-

лера как интеграл вида  

B(a, b) = 
 

1

0

1b1a dx)x1(x , 

а затем он находит для неё разложение в бесконечное про-

изведение: 
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Для интегралов, выражающих Г- и В-функции, в рабо-

тах Эйлера содержатся утверждения, которые по сути яв-

ляются критериями сходимости этих интегралов в действи-

тельной области. 

Эйлер нашел разложения логарифмов функций Г и В в 

ряды, откуда получил выражения для производной 

lnГ(1 + x) и частной производной для функции lnВ(а, b). 

Отметим, что содержащийся в «Дифференциальном исчис-

лении» степенной ряд для логарифма Г-функции: 
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  ,                           (1) 

сходится при 0 < x  1 и позволяет определить значения 

lnГ(x + 1), а следовательно, и Г(x + 1), на указанном про-

межутке.  

Отсюда, используя свойство Г-функции  

Г(х + 1) = хГ(х), 

доказанное Эйлером в мемуаре Е662 [14], можно найти ее 

значения во всех интервалах n < z    n + 1 и –n < z < –n + 1, 

где n  N. Кроме того, формула (1) устанавливает связь 

между гамма-функцией и дзета-функцией 





1n

sn

1
)s( , иг-

рающей важную роль в теории чисел. 

В мемуаре Е368 [12] проведено достаточно полное иссле-

дование функции Г(1 + x), дана таблица её значений с шагом 

1/2 и построен график этой функции для x  (–1; +). 
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В ходе разработки теории Г- и В-функций Эйлер при-

шел к результатам, которые повлекли за собой развитие 

других областей математики. Например, полученное им из 

общей формулы суммирования Эйлера — Маклорена раз-

ложение для Г-функции в ряд Стирлинга 
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явилось одним из первых примеров асимптотических ря-

дов, строгая теория которых начала оформляться в XIX в. 

Установленные Эйлером факты теории Г- и В-функций 

для действительных аргументов вызвали интерес у многих 

математиков XIX в. и явились основой для дальнейших ис-

следований.  

П. С. Лаплас (1749—1827) использовал Г- и В-функции 

при решении некоторых задач теории вероятностей. Так, 

задачи, связанные с биномиальным законом распределения 

вероятностей, привели его к проблеме приближенного вы-

числения интегралов вида  
1

0

qp dx)x1(x = В(p + 1, q + 1), 

когда p и q очень большие числа.  

Это повлекло за собой рассмотрение им вообще таких 

интегралов, где показатели степеней подынтегральных 

множителей очень велики, и в частности интегралов вида 






0

xp dxex = Г(р + 1) при больших значениях р. 

 В ходе этих изысканий Лаплас установил некоторые 

результаты, касающиеся Г- и В-функций. Например, в 

«Мемуаре о вероятности причин по событиям» (1774) [19] 

он вывел соотношение: 
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которое является частным случаем формулы Эйлера:  
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)n2km)(n2(
 при n = 1, k = q + 1, m = p + 2, 

 = p + 1. 

В «Мемуаре о вероятностях» (1780) [20], Лаплас полу-

чил разложение для Г-функции 

Г(р + 1) = 
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которое уточняет соответствующий результат Эйлера 

x

2

1
x

e

2x
)1x(Г






. 

Отметим, что для получения разложения (2) Лаплас 

применил метод [21, § 7, с. 107], который явился основой 

современного метода перевала [22, с. 148 —164]. 

В работе «Аналитическая теория вероятностей» (1814) 

[23] он рассмотрел функцию Ф(х) = 




x

0

t dte
2 2

, которая 

выражается через неполную функцию гамма  




x

0

1pt dtte)x,p(  

равенством 










 2x;

2

11
)x(Ф . 
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Здесь же он получил представление Г-функции от 

натурального переменного в виде интеграла по прямой, 

параллельной мнимой оси: 



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2

1

x

)(

)1(2

x

dxe
. 

Таким образом, Лаплас пришел к представлению Г-

функции контурным интегралом.  

Отметим, что для Лапласа сами Г- и В-функции не яв-

лялись целью исследования, оставаясь лишь вспомогатель-

ным средством в решении конкретных задач. 

Первым, для кого произведения вида  

p(p–1)(p–2)...(p–n+1), 

а следовательно, и Г-функция, стали специальным объек-

том исследований, был К. Крамп (1760—1826). 

В своей работе «Анализ астрономических рефракций» 

(1798 г.) [24] он ввел специальную функцию r|ma , опреде-

лив ее при m целом положительном следующим равен-

ством: r|ma =a(a + r)(a + 2r)...(a + (m – 1)r). 

Впоследствии в «Мемуаре о числовых свойствах» 

(1812—1813) [25] он распространил ее на случай любого m 

и указал, что функция r|ma сводится к Г-функции: 

r|ma =


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В работе [24] Крамп рассмотрел функцию 


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
x

t dte)x(I
2

, которая сводится к дополнительной непол-

ной Г-функции 
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1pt dtte)x,p( , а именно  
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Для функции I(x), а также для её логарифмов он соста-

вил обширные таблицы с шагом 0,01.  

В работе [25] Крамп рассмотрел Г-функцию и от ком-

плексного переменного при исследовании вопроса о виде 

выражения 
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при m = p + iq. Он пришел к выводу, что lna
p+iq|r

 примет 

вид двучлена M + iN, где  
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где B2n — числа Бернулли,  ,)qr()pra(k 222   

pra

qr
tg


 . 

Здесь же, используя полученные Эйлером результаты 
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bsin

bibi 
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


 , Крамп устано-

вил, что 
yy ee

y2
)iy1()iy1(

 


 . 

Характеризуя исследования Крампа, А. И. Курдюмова 

в своей работе «Развитие теории гамма-функции после Эй-

лера» [26] пишет: «...он был, по-видимому, первым матема-

тиком, который свободно пользовался Г-функцией при 

комплексных значениях независимой переменной, ввел ряд 
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соответствующих формул и поставил задачу о составлении 

таблиц для вычисления значений Г-функции от комплекс-

ного аргумента» [26, с. 93].  

Под влиянием работ Крампа исследованиями по той же 

тематике занялся Ф. В. Бессель (1784—1846). Он вычислил 

таблицу значений функции 




2

1 1|1x

, а также рассмотрел 

функции 
 













0

2n

2
x

n
)1n(!

)1(
)x(J , связанные с функцией 

гамма и названные позже его именем.  

Полученные результаты по теории Г- и В-функций бы-

ли приведены в систему и изложены с единых позиций 

К. Ф. Гауссом (1777—1855) и А. М. Лежандром (1752—

1833).  

Изучая вслед за Эйлером свойства интеграла вида 

 





1

0
n bnn

1a

)x1(

dxx
, Лежандр в работе «Упражнения по инте-

гральному исчислению» (1817) [27] заметил, что с помо-

щью подстановки x
n 

= y он сводится к выражению 





1

0

1
n

b
1

n

a

dy)y1(y
n

1
, т.е. зависит от интеграла вида 


 

1

0

1q1p dy)y1(y . Поэтому Лежандр подчеркнул важность 

именно этого интеграла, который Я. Ф. М. Бине (1786—

1856) позже (в 1839 г.) назвал В-функцией. Лежандр отме-

чал, что эта функция может рассматриваться «как непре-

рывная функция p и q или как третья координата криволи-

нейной поверхности, у которой p и q две другие координа-

ты», причем они могут быть «по желанию рациональными 

или иррациональными; но обе они должны быть положи-

тельными, так как без этого условия интеграл имел бы бес-

конечное значение» [цит. по 2, с. 61]. Новых результатов в 

этой области по сравнению с имеющимися у Эйлера Ле-

жандр не получил.  
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При изложении теории Г-функции Лежандр в качестве 

исходного момента выбрал интегральное представление этой 

функции: через Г(а) он обозначил 


1

0

1a dx)xln( . При таком 

подходе происходит сужение области определения этой 

функции на промежуток (0, +). Обобщение Г-функции на 

область отрицательных значений аргумента Лежандр произ-

водил при помощи соотношения Г(1 + х) = хГ(х). 

Все полученные Лежандром результаты, относящиеся 

к теории Г- и В-функций, были изложены им в связном ви-

де во втором томе его «Трактата об эллиптических функци-

ях и эйлеровых интегралах» (1826) [28]. 

К. Ф. Гаусс отправлялся от данного Эйлером опреде-

ления этой функции через бесконечное произведение 

)kx)...(3x)(2x)(1x(x

kk...321 x




 (при k  ) и далее дока-

зывал, что для положительных значений аргумента Г-функ-

ция представима с помощью интеграла второго рода. Такой 

подход обладает очевидным преимуществом, так как сразу 

позволяет определить Г-функцию во всей действительной 

области, за исключением целых отрицательных значений 

аргумента, в силу сходимости соответствующего бесконеч-

ного произведения. В статье «Общие исследования о бес-

конечных рядах» (1812) [29] Гаусс дал строгое доказатель-

ство сходимости этого произведения, основанное на необ-

ходимом и достаточном критерии Коши (хотя сам критерий 

еще не был сформулирован явно) [26, с. 63]. 

В этой статье Гаусс подробно рассмотрел поведение 

функции Г(x + 1), которую он обозначал через П(x), в дей-

ствительной области и указал, что для определения соот-

ветствующих значений этой функции достаточно составить 

таблицу её значений в интервале от х = 0 до х = 1.  

Здесь же, опираясь на результаты проведенного им ис-

следования коэффициентов гипергеометрического ряда  
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Гаусс установил, что при  –  –  > 0 справедлива фор-

мула  
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которая показывает связь между гипергеометрической 

функцией и функцией гамма.  

Далее Гаусс отметил, что функция  
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«почти так же замечательна, как и функция  x » [цит. по 

2, с. 68], и нашел интегральное представление для лога-

рифмической производной от гамма-функции:  
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Как показал В. В. Гуссов [30, с. 437], который занимал-

ся вопросом формирования теории Г-функции, существен-

но новых фактов в эту теорию Лежандр и Гаусс почти не 

внесли, за исключением того, что Гаусс открыл теорему 

умножения для функции гамма 
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(опубл. в [29]), а Лежандр дал имя этой функции (гамма-

функция) и получил формулу
1
 

                                                      
1
 Здесь m — модуль перехода от натуральных логарифмов к деся-

тичным (m = lge  0,43429); с — постоянная Эйлера; 
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


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1
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для определения её численных значений (опубл. в [27]). 

Кроме того, Гаусс и Лежандр практически одновре-

менно опубликовали таблицы значений рассматриваемой 

функции, причем таблицы Лежандра явились основой для 

всех изданных до настоящего времени таблиц подобного 

рода. Изучив поведение Г-функции при различных поло-

жительных значениях аргумента, Лежандр в монографии 

[31] писал: «...Наилучшим способом построения таблицы 

значений Г(а) является её вычисление в интервале между 

а = 1 и а = 2, так как в этом интервале функция изменяется 

только в пределах от 1 до 0,8856033 и потому разности ока-

зываются очень малыми и таблицу очень легко интерполи-

ровать» [цит. по: 2, с. 56]. Здесь же он привел и таблицу 

логарифмов Г-функции для аргументов от 1 до 2 с шагом 

0,001. 

И Гаусс, и Лежандр рассматривали Г-функцию только 

для действительных значений аргумента. Однако Гауссу не 

была чужда мысль о том, что эту функцию можно распро-

странить и на комплексную область. Об этом свидетель-

ствует его письмо к Бесселю от 21 ноября 1811 г., где от-

мечается, что определение Г-функции в виде бесконечного 

произведения имеет смысл и для мнимых значений аргу-

мента.  

Первым, кто стал систематически рассматривать Г-функ-

цию для комплексных значений аргумента, был О. Л. Коши 

(1789—1857). В «Мемуаре об определенных интегралах, взя-

тых между воображаемыми пределами» (1825) [32] он доказал 

справедливость формулы 
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для комплексных значений переменных a и b. Отсюда А. И. 
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Курдюмова заключила, что Коши распространил определе-

ние Г-функции и на комплексные значения аргумента 

[26, с. 31—32].  

Говоря о работах Коши, отметим также его статью 

«О новом типе интегралов» (1826) [33], где он определил Г-

функции действительного переменного с помощью введен-

ного им понятия «экстраординарного» интеграла [34]. 

В «Мемуаре о различных функциях, касающихся тео-

рии определенных интегралов» (1841) [35] он нашел выра-

жение для lnГ(z) при Re z > 0 в виде определенного инте-

грала: 
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Отметим, что Бине в «Мемуаре об эйлеровых интегра-

лах...» (1839) [36] дал два интегральных представления для 

lnГ(z) при Re z > 0: 
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где arctg u определяется интегралом  


u

0

2t1

dt
arctgu , в ко-

тором путь интегрирования есть прямая линия. 

Несколько позже Н. И. Лобачевский (1792—1856) тоже 

построил строгую теорию Г-функции в комплексной обла-

сти. Подход к определению гамма-функции, изложенный в 

статье «Способ уверяться в исчезании бесконечных строк и 

приближаться к значению функций от весьма больших чи-
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сел» (1835) [37, т. V, с. 81—162], совершенно оригинален и 

находится в соответствии с общей установкой Лобачевско-

го опираться в определении функций на понятие сходяще-

гося ряда. (Подробно об этом см. статью Г. Л. Лунца [38, с. 

43—58].) 

В указанной работе Лобачевский доказал теорему 

умножения Гаусса, вычислил многие значения определен-

ных интегралов и бесконечных произведений, доказал для 

общего случая равенство 



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Отметим, что для частного случая (когда a — нату-

ральное и p = a) этот интеграл был ранее вычислен Лапла-

сом [23], Лежандром [31]. 

В том же 1835 году общий случай такого интегрирова-

ния рассмотрел Ж. Лиувилль (1809—1882) в «Мемуаре о 

способе...» (1835) [39]. Его доказательство было основано 

на дифференцировании нецелого порядка, которое ранее 

применялось Эйлером, но все еще было лишено достаточ-

ной строгости. Впервые обоснование операции дифферен-

цирования нецелого порядка было дано А. В. Летниковым 

(1837—1888). Им же в статье «Об определенных интегра-

лах, содержащих функции, удовлетворяющие гипергеомет-

рическому уравнению» (1883) [40] были получены форму-

лы, представляющие собой обобщение эйлеровых интегра-

лов первого рода [41, с. 223—225]. 

В процессе формирования теории Г- и В-функций 

устанавливались различные связи этих функций с другими 

специальными функциями. Так, в 1859 г. Г. Ф. Б. Риман 

(1826—1866) опубликовал [42] функциональное уравнение  
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Это уравнение в несколько другой записи 
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было получено Эйлером еще в 1749 г., а опубликовано по-

чти через двадцать лет в Е352 («Заметки о красивом отно-

шении между рядами как прямых, так и обратных степе-

ней» (1768) [43, с. 83]). Риман, очевидно, об этом факте ни-

чего не знал. 

Разложение 
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, известное еще 

в 1729 г. Эйлеру, стало отправным пунктом для 

К. Вейерштрасса (1815—1897) в исследованиях о функции 

гамма, которую он рассматривал как пример целой функции. 

В работе [44] им был получен следующий общий результат: 
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Важные результаты по теории Г-функции получил 

Н. Я. Сонин (1849—1915). Первый в серии его работ по 

теории Г-функции мемуар «Заметка об одной формуле 

Гаусса» (1881) [45] посвящен выводу теоремы умножения 

Гаусса. В основу доказательства здесь положено установ-

ленное Эйлером уравнение  

 Г(х + 1) = хГ(х).                                (3) 

Ранее аналогичная попытка получить теорему Гаусса 

из уравнения (3) с учетом, что Г(1)=1, 









2

1
, была 
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предпринята Бине в работе [36]. Однако его доказательство 

было ошибочным, так как выбранные им условия не опре-

деляют вполне функцию Г(х): этим же условиям удовле-

творяет произведение Г(х) на периодическую функцию от х 

с периодом 1, обращающуюся в единицу при х = 1 и 
2

1
x  , 

например x4cos)x(  . Сонин дал правильное решение 

задачи, использовав наряду с соотношениями (3), Г(1) = 1, 
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где Re(x) > 0, не обращается в бесконечность ни при каком 

значении х. 

Отметим, что уравнение (3) послужило основой теории 

Г-функции и в работе «О функции гамма» (1859) [46] М. В. 

Остроградского (1801—1862).  

В XX в. Э. Артин (1898—1962) доказал [47], что свой-

ство логарифмической выпуклости гамма-функции в дей-

ствительной области определяет её с точностью до посто-

янного множителя среди всех решений функционального 

уравнения (3). Отправляясь от соотношения  

xln)x(ln)1x(ln  , 

Сонин по примеру Бине исследовал разностное уравнение  

F(x + 1) – F(x) = f(x),                                  (4) 

где х — действительная переменная; функция f(x) имеет 

непрерывные производные всех порядков, причем 

0)x(flim )k(

x



, начиная с pk  .  

Применение этих результатов к частному случаю f(x) = 

= lnx позволило Сонину в работе «О прерывной функции 

[х] и её применениях» (1889) [48] получить новые форму-

лы, относящиеся к теории Г-функции [30, с. 441—454; 49, 

с. 79—85]. Например, он установил новое представление 

функции lnГ(х+1) в виде интеграла  
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имеющего место при всех х, кроме х = –2, –3, –4, ... 

В другой статье — «Об остаточных членах формул 

суммирования Эйлера и Стирлинга» (1889) [50] он усо-

вершенствовал формулу Стирлинга, получив выраже-

ние:  
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Эти изыскания привели Сонина к вопросу об асимпто-

тических значениях интегралов разностного уравнения ти-

па (4). 

Исследования XIX в., связанные с асимптотическими 

представлениями Г- и В-функций, составляют отдельное 

направление в развитии теории специальных функций. Так, 

например, Ш. Эрмит (1822—1901) записал ряд Стирлинга 

для логарифма Г-функции в следующем виде: 
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и показал, что это разложение справедливо и для ком-

плексных z вида a + ib, где a > 0 [59, c. 862]. 

Еще одно направление в развитии теории Г- и В-функ-

ций было связано с задачей о представлении этих функций 

в виде контурных интегралов. Эта задача для Г-функции 

была успешно решена в 1863 году Г. Ганкелем (1839—

1873) [51]. Он доказал, что для всех значений z, за исклю-

чением 0, 1, 2, ..., справедливо 
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Для В-функции аналогичный результат в 1890 г. был 

получен Л. Похгаммером [52]: если Р — какая-либо точка 

на вещественной оси между 0 и 1, тогда 
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11)(i dt)t1(te),(B . 

Математики XIX в. (С. Д. Пуассон (1781—1840), К. Г. 

Я. Якоби (1804—1851), П. Г. Лежен-Дирихле (1805—1859), 

Ж. Бине (1786—1856) и др.) дали несколько разных доказа-

тельств формулы, связывающей Г- и В-функции:  

)ba(

)b()a(
)b,a(B




 .                              (5) 

По этому поводу Н. Нильсен, автор замечательной книги 

[53] по теории гамма-функции, писал: «Хотя уже Эйлер... 

указал формулу (5), все же еще долго рассматривали бета-

функцию как функцию независимую и устанавливали... 

между бета-функциями большое количество соотношений, 

которые зачастую после применения этого соотношения 

превращались в простые тривиальности» [53, с. 15].  

В XX веке теория Г- и В-функций не утратила своего 

значения для математики и её приложений. Об этом свиде-

тельствуют публикации специальных исследований по раз-

личным вопросам этой теории (В. А. Стеклов [54, 55], В. И. 

Романовский [56], Е. Е. Слуцкий [57, 58] и др.) и появление 

многочисленных справочников по теории специальных 

функций, в которых большие разделы посвящены Г- и В-

функциям. 
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Г. М. Гузаиров 

 

ОБОБЩЕННЫЕ ГАММА- И БЕТА-ФУНКЦИИ  

НА ГРУППОВЫХ ХАРАКТЕРАХ ПОЛЯ R КАК 

МОДИФИКАЦИИ ИНТЕГРАЛОВ ЭЙЛЕРА 

 

Здесь будут описаны некоторые модификации бета- и 

гамма-функций Эйлера 

   
 

1

0

11u ,dxx1x;uВ    



0

1x ,dxxeГ        (0) 

где 0,0u  , 0 , которые получаются при ис-

толковании этих интегралов
1
 с точки зрения полевой 

структуры множества действительных чисел в терминах 

гармонического анализа на группах. Заметим сразу, что эта 

модификация бета- и гамма-функций Эйлера допускает не-

которые дальнейшие обобщения, о чем мы скажем ещё в 

конце работы. 

 

Групповые характеры поля R 

 

Множество действительных чисел R является полем, 

т.е. гибридом двух групп: множество всех действительных 

                                                      
1 Напомним, что они ещё называются интегралами Эйлера первого 

и второго рода. 
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чисел образует группу относительно сложения — адди-

тивную группу действительных чисел — коротко будем 

обозначать её R0; множество всех тех же чисел без нуля 

образует группу относительно умножения — мультипли-

кативную группу действительных чисел — будем обозна-

чать её R1; использованные индексы совпадают с нейтраль-

ными элементами этих групп: 0 и 1. 

Показательная и степенная функции, участвующие в 

определениях (0), связаны со структурой поля на R: показа-

тельные функции ахе  (где ,Rх 0 R ) задают всевоз-

можные дифференцируемые гомоморфизмы группы R0 в 

группу R1, точнее, в её связную подгруппу R+ — т.е. муль-

типликативную группу положительных чисел; степенные 

функции х  (где )R,х  0  задают всевозможные диф-

ференцируемые гомоморфизмы группы R+ в себя: 

 









)x(h

)0(h,1)0(h

)y(h)x(h)yx(h
 









 x)x(h

)1(h,1)1(h

)y(h)x(h)yx(h
,eax , (1) 

хотя степенные функции несколько портят вырисовываю-

щуюся здесь картину тем, что определены не на всей груп-

пе R1. Их доопределение на R1, сохраняющее статус гомо-

морфизма R1 в R1, является доопределением по признаку 

четности-нечетности. 

Заметим также, что показательные и степенные функ-

ции являются собственными функциями операторов адди-

тивного и мультипликативного дифференцирования
1
 

                                                      
1
 Мультипликативная производная более подробно была рассмот-

рена в работе [1], хотя её связь с обычной производной вполне триви-

альна и легко получается по правилу Лопиталя: )x(fx)x(*f  . 
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)x(f
0t

)x(f)tx(f
lim)x(fD

0t








 , 

)x(f
1t

)x(f)tx(f
lim)x(fD

1t





 



 : 

xe)x(h)x(h)x(hD  , 

mm
xx)x(h)x(h)x(hD

  , 

с понятными исключениями α = 0 и μ = 0, когда к решени-

ям дифференциальных уравнений добавляются тожде-

ственные нули. 

Введем обозначения: 
xe)x(X   , где C ; mm

m
xx)x(X

  ,  

где Zm,C  , (2) 

хотя при Rx  можно ограничиться значениями m = 1 и 

m = 2. Далее нас будут интересовать именно комплексные 

значения непрерывных параметров: C,  . Функции (2) 

задают непрерывные гомоморфизмы аддитивной и мульти-

пликативной групп поля R в мультипликативную группу 

комплексных чисел С1 и, таким образом, являются харак-

терами этих групп: 

)y(X)x(X)yx(X   , 

  )x(X)x(X)x(X
1   , 1)0(X  ;             (3) 

)y(X)x(X)yx(Х
mmm

  , 

  )x(X)x(X)x(X
m

1

m

1

m





  , 1)1(X
m

 .          (4) 

Отличать характеры группы R1 от характеров группы 

R0 мы будем по наличию нижнего индекса. 

При чисто мнимых α и μ (и Rx ) функции )x(X   и 

)x(X
m

  унимодулярны: 

iR1)x(X 
, )Zm(iR1)x(X

m


, 

т.е. осуществляют гомоморфизмы соответствующих групп 

в мультипликативную группу комплексных чисел единич-

ного модуля —  1|z:|CzU  . 
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Унимодулярные характеры групп R0 и R1 образуют 

полные системы функций на этих группах, т.е. почти вся-

кая функция на группе (и на самом поле R) разлагается в 

интеграл по этим характерам. Эти разложения известны в 

классическом анализе как интегральные преобразования 

Фурье и Меллина (вторые здесь будут использованы с не-

которой модификацией). 

 

Разложения функций на R по характерам  

групп R0 и R1 

 

Пусть комплекснозначная функция )x(f  непрерывна 

и абсолютно интегрируема на R относительно меры dx (за-

метим, что эта мера является инвариантной мерой на адди-

тивной группе действительных чисел R0: dx)tx(d  ). 

Для функций этого класса (обозначим его С1(R0)) разложе-

ние по характерам группы R0 имеет вид разложения в инте-

грал Фурье: 












 





 )(F)x(Xd
2

1
)(Fed

2

1
)x(f ixi     (5) 

где 







 










 )x(f)x(dxX
2

1
)x(fdxe

2

1
)(F ixi   






 


 ).x(f)x(dxX
2

1 i  (6) 

Для взаимно обратных интегральных преобразований 

(6) — (5) имеют место: 

- теорема о свертке 

)()()()()(   HFuXdxuhxfdx i










 ,         (7) 

- равенство Парсеваля 
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)()()()(  HFdxhxfdx 








              (8) 

и формула Планшереля 

22
)()(  Fdxfdx 









 ,                     (9) 

которая позволяет рассматривать преобразования Фурье в 

классе функций L2(R0), точнее, позволяет пополнить исход-

ное пространство C1(R0) по норме L2(R0). Здесь L2(R0) — 

класс измеримых на R0 функций с интегрируемым относи-

тельно меры dx квадратом модуля; для функций из других 

пространств формулы (5), (7), (8) требуют, вообще говоря, 

другого контура интегрирования по α. 

Разложение функций на R по характерам )(xX m


 муль-

типликативной группы R1 имеет вид: 





 











1m
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d
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1
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 

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
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


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i

1m
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mm
)(F)x(X

i2

d
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1
,   (10) 

где 




 




 )x(fx|x|dx
2

1
)(F mm1

m
 









 )x(f)x(X

|x|

dx

2

1 1

m
.     (11) 

Эти преобразования сводятся к традиционным преоб-

разованиям Меллина функций на положительной (R+) и 

отрицательной (R-) полуосях действительной прямой, что 

легко обнаруживается разбиением интеграла (11) на два — 

как раз по этим связным компонентам мультипликативной 

группы R1. Преобразования (10) — (11) мы тоже будем 

называть преобразованиями Меллина. Заметим, что в (11) 
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|x|

dx
 является инвариантной положительно определенной 

мерой на мультипликативной группе R1: 

 










  )y(f
|y|

dy
)x(f
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dx 1 , 
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



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|y|

dy
)y(f

|y|u

dy|u|
)ux(f

|x|

dx
, 

положительное направление интегрирования восстанавли-

вается за счет знака «–». 

Для взаимно обратных интегральных преобразований 

(11)—(10) имеют место: 

- теорема о свертке 
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- равенство Парсеваля 
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и формула Планшереля 
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Формула Планшереля позволяет пополнить исходное 

пространство функций на R1 по норме L2(R1). 

Отметим также следующие соотношения: 
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Эти формулы получаются с помощью формул (5)—(6) 

и (10)—(11). Например: 
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произведенное здесь формальное изменение порядка инте-

грирования налагает на подынтегральные функции некото-

рые ограничения, но не более значительные, чем на равен-

ство Парсеваля, и формулы (15) и (16) равносильны равен-

ствам (8) и (13). Из (15) и (16) также получаются следую-

щие разновидности равенств Парсеваля: 
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Модифицированные бета- и гамма-функции 

 

Заметим, что классы функций на R, разложимых в ин-

теграл Фурье или интеграл Меллина, это, вообще говоря, 

разные классы: во-первых, мы рассматриваем эти функции 

на разных множествах (аддитивной и мультипликативной 

группах поля), что несущественно для локально-компакт-

ного поля; во-вторых, что существеннее, эти классы опре-
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деляются разными инвариантными мерами на группах. 

В связи с этим нам удобно ещё раз переписать преобразо-

вание Меллина: 
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где контур γ идет по мнимой оси в положительном направ-

лении с необходимыми изгибами, и  
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Здесь мы для удобства отказались от использования 

инвариантной меры на группе R1 и, таким образом, не-

сколько отступаем от прежней алгебраической трактовки 

преобразований Меллина. Теорему о свертке (16) можно 

переписать теперь в виде: 
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где пара функций )x(h и )(Hn  , как пара функций )x(f и 

)(Fn  , удовлетворяет условиям (20)—(19), с заменой кон-

тура γ на симметричный ему относительно нуля.  

Модифицированные гамма- и бета-функции мы опре-

делим следующим образом: 
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В сравнении с интегралами Эйлера здесь худшие усло-

вия сходимости интегралов, однако модифицированные 

функции обладают рядом важных свойств, связанных с 

общими фактами интегралов Фурье и Меллина, использо-

ванных в определениях. 

Например, имеют место формулы обращения: 
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где контуры интегрирования выбираются из условий (31) и 

(33). 

С помощью замены переменной в интеграле (22) получим 
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Из этого простого равенства мы получим формулы свя-

зи между γ- и β-функциями. 

Обозначим 
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Преобразованиями Фурье этих функций будут, соглас-

но определению (22), 

);()(F n  , );()(H m 
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. 

С помощью теоремы (7) об аддитивной свертке для 

преобразований Фурье получим 
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Приведем без вычислений явные выражения интегра-

лов ),(  n  и ),(
m,n

  через интегралы Эйлера: 
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где  

2
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  , Zn , R ,                       (31) 

и эти условия означают сходимость интеграла (22) в 

окрестности нуля; 
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где 
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и эти условия означают абсолютную сходимость несоб-

ственного интеграла (23). 

Используя известные соотношения для гамма-функций 
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из явных выражений γ-функций можно получить соотно-

шения симметрии 
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Поскольку величины );(m 
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 и );(m   ком-

плексно сопряжены при вещественных α и чисто мнимых 

μ, то  
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Из (29) и (34) вытекает также формула 
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сводящаяся к известной формуле связи для гамма- и бета-

функций Эйлера 
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Интегральные гамма- и бета-преобразования 

 

Модифицированные гамма- и бета-функции, описан-

ные с помощью преобразований Фурье и Меллина, сами 

выступают ядрами некоторых индуцированных взаимно 

обратных интегральных преобразований. Эти преобразова-

ния, которые мы будем коротко называть гамма-пре-

образованиями и бета-преобразованиями, представляют 

разложения функций на характерах аддитивной и мульти-

пликативной групп поля R (как принято говорить в аб-

страктном гармоническом анализе — на двойственных 

объектах этих групп) по γ- и β-функциям. Разумеется, мы 

будем рассматривать эти функции как функции числовых 
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переменных, выступающих на многообразиях характеров 

)x(X   и )x(X
m

  в качестве параметров — α и μ. 

Гамма-преобразования имеют вид разложения функции 
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где контур   отделяет полюсы 
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Приведем развернутую запись этих преобразований: 
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Легко видеть, что с помощью первой из формул (34) и 

переобозначений 

)(Ф)1;()(F mmm  , )x()x(f   

гамма-преобразования сводятся к модифицированным пре-

образованиям Меллина (19)—(20). 

Бета-преобразования имеют вид 
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где образ 
Ф мы отличаем от прообраза Ф по наличию 

верхнего индекса, и 
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Для бета-преобразований имеет место равенство Пар-

севаля 
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где пара двойственных функций )(m   и )(
n
 , как и 

пара двойственных функций )(Ф
n
  и )(Ф

n
 , удовлетворя-

ет соотношениям (42)—(41) с заменой контуров 1  и 2  на 

симметричные им относительно нуля комплексной плоско-

сти (но также проходимые в положительном направлении). 

Равенство (43) получается с помощью формальных выкла-

док, аналогичных тем, с помощью которых было получено 

равенство (15). 

Заметим, что ядра );(;  nm  и );(
n;m

 = );(
n;m

  

взаимно обратных бета-преобразований (42)—(41) получа-

ются одно из другого комплексным сопряжением при чи-

сто мнимых μ и ν. Но контуры 
1
  и 

2
  в равенстве (43) не 

могут одновременно проходить по мнимой оси, где, со-

гласно второй из формул (34), ядра имеют полюса первого 

порядка. Поэтому формула Планшереля для бета-пре-

образований не может быть выписана в своем обычном ви-

де, и мы рассматриваем эти преобразования лишь для 

функции )(Ф  , аналитической в некоторой полосе, содер-

жащей мнимую ось. 

Формулы (42)—(41) описывают, фактически, преобра-

зования пары функций от μ: )(Ф
0
  и )(Ф

1
 .  
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Положим, например,  

)(Ф)(Ф)(Ф 10  . 

Тогда прямое бета-преобразование (42) после подста-

новки явных выражений ядер и суммирования по индексу 

m примет вид: 
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где контур 1  интегрирования по μ отделяет полюсы 
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1
. Переобозначение образа 

)(Ф)(Ф
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   связано с тем, что он не зависит от индекса 

n. Поэтому, подставив в формулу обращения (41) явные 

выражения ядер и произведя суммирование по n, получим 

формулу обращения в виде: 
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где контур 2  интегрирования по ν отделяет полюсы 











2

1
Г  от полюсов )(Г  . 

Равенство Парсеваля (43) для пары (44)—(45) примет вид  





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

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На этом мы закончим описание свойств модифициро-

ванных γ- и β-функций и гамма- и бета-функций Эйлера, 

                                                      
1 Отделимость же этих двух серий полюсов ядра обеспечивается 

уже условием, что ν не является отрицательным полуцелым числом. 
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которые присутствуют в явных выражениях их модифика-

ций. Заметим, что использованные здесь алгебраические 

соображения позволяют по аналогии определить обобщен-

ные гамма- и бета-функции на групповых характерах неко-

торых других полей. Для поля комплексных чисел эти 

обобщенные функции были описаны в работе [2]. 
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